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हेमवती नंदन बहुगुणा गढ़वाल विश्वविद्यालय 
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शोध निर्देशक 


m श्याम लाल सिंह 


नामांकन संख्या-जो०आर०-88006 
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gta करता हूँ कि मने S और 2-दुरीक S A आपाती उ 
ar बिंदु a शोषक शोध प्रबंध प्रोफेसर on लाऊ सिंह के निर्देशन अं कैवार किया 
है, oles fu के अंतर्ग अह ge प्रबंध किसी अत्य त्याचि के RE 
sa नहीं हुआ है. 


दिनांक अक्टूबर 22,1999 विजेन्द्र FH 
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अजाण 33 


मैं प्रमाणित करता हूँ कि हैं क और 2-05 we में संपातो एवं 
बिंदु प्रमेय शीर्षक शोध प्रबंध प्रोफेसर श्याम लाल सिंह के निर्देशन में dan किया 
हैं. विश्वविद्यालय नियमों के अंतर्गत यह क्रोध प्रबंध किसी अन्य उपाधि के खिए 


प्रयुक्त नहीं हुआ है- 


Te: SPAK 
दिनांक अक्टूबर 22,1990 विजयेन्द्र कुमार 


जहाँ तक मुझे जानकारी है ud विश्वविद्यालय के शोध संबंधी सभी नियमों 
एवं उ्नियमों का अनुपालन करता है. परीक्षणार्थ. संस्तुत एबं अग्रसर 


DRT ch ch ne 
दिनांक अक्टूबर १०. 1999 


A eh | 


प्रोफेसर श्री श्याम लाल सिँह जी ते, उनके निर्देशन में शोध कार्य करने A अपनी 
प्रार्थना के उत्तर मैं उनका हिंदी मध्यम छे शोध कार्य करने का प्रस्ताब सुनकर मैं चकित 
रह गया था, मेरी प्रथम प्रतिक्रिया थृह थी कि क्या यह सर्वथा संभव हो सकता है, 
| लेकिन जब उन्होने भारत परकार gag प्रकाशित वैज्ञानिक तथा तकनीकी शब्दावली क्र 
मानक हिंदी वर्तनी आदि का परिय देकर हर संभव सहायता और मार्गदर्शन देने का 
आश्वासन दिया तो मुझे भी agen की सेवा करने का गौरवपूर्ण कोश हुआ, अस्तु 
हिंदी माध्यम से ही गणित में शोध कार्य करने का निशचय्र किया गया. जहाँ तक मुझे 


शात है गणित विषय में हिंदी माध्यम ग्रे शोध कार्य करने का यह प्रथम्न प्रयास था. Aa 
संकल्प के धनी प्रोफेसर इयाम लाल सिंह जी की सहाय से हिंदी आफ और देवनागरी 
सिपि में शोध प्रारूप तैयार हुआ तथा {हेमवती नंदन बहुगुणा) गढ़वाल विश्वविद्यालय, 
श्रीनगर की डी0 फिल) (गणित) उपाधि Tg कक्टूबद 1986 में प्रेषित किया गया. 


इस कार्य के ससपल में कठिनाई्य तो आई पर ote करूणाकर wie चे मेरी 
असीम सहायता की. यह अनुभव वर्णतातीत हे. तकनीकी शन्दाकळी में झी कुळ we | 
के हिंदी तुल्य रूप तही दिए हुए थे. प्रोफेसर सिंह जी ने उत शब्दों के हिंदी तुल्य. 
रूप स्वये सुझाए तया आनिक adh के आधार चर रुंकरूफता की रक्षा के लिए RE =| 
` उपयोग की प्रेरणा दी. e "E 


अत्य a के कारणे जब थी कथी अंद अझोत RRA 
Biss (प्रोफेसर श्री ga aa सिंह जी) तुरेल wera करते चै. ओ. मस 
त्वरित Musa करेंने E उपयैमै en देने के कॉरष से : 
गुर कायै wea हौ सको. उनके 


इस शोध प्रबंध में केंद्रीय हिंदी निदेशालय दृवारा स्वीकृत वर्तनी का उपयोग किया 
गया. है. अतः प्रचलित वर्तनी के अभ्यासी विद्वानों को कुछ अटपटा सा लग सकता है 
> आशा है कि सहृदय विद्वान वर्तनी की एकरूपता की रक्षा के लिए उठाए गए इस 
कदम का स्वागत करेंगे. परिवर्तित वर्तनी के कुछ रूप इस प्रकार हैं. 


पूर्व प्रचलित रूप नव मान्य रूप 
द्वितीय दृवितीय 
प्रारम्भिकी प्रारंभिकी 
यद्यपि यद्यपि 
विश्वविद्यालय विश्वविद्यालय 
सिद्धान्त सिद्धांत 


यद्यपि पूर्ण विराम चिहून ( । ) को यथा स्थान प्रयुक्त करने का सुझाव दिया 
गया है परंतु प्रस्तुत शोध प्रबंध में यह चिहून प्रयोग करने पर भ्रम उत्पन्न होने की 
संभावना थी. अतः विराम चिह्न के स्थान पर चिह्न ( . ) का प्रयोग किया गया है. 

प्रस्तुत शोध प्रबंध छह अध्यायों में विभाजित है. प्रथम अध्याय परिचयात्मक है. 
शेष पांच अध्यायों में विभिन्न प्रतिचित्रण शर्तों. के अधीन स्थिर बिंदु प्रमेय सिद्ध किए गए 
हैं. इनका संक्षिप्त विवरण प्रथम अध्याय के अंत में दिया गया है. | 


प्रस्तुत कार्य के प्रारंभ से अंत तक जिन लोगों से मुझे सहयोग प्राप्त हुआ है उन 
सबके प्रति मे आभारी हूँ. इनमें से कुछ प्रमुख महानुभाव हैं - 
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प्रोफेसर पी0एस0 थपलियाल (अध्यक्ष, गणित विभाग, हेमवती नंदन बहुगुणा 
गढ़वाल विश्वविद्यालय, श्रीनगर ), sto शिव गोपाल मिश्र (विज्ञान परिषद्‌, इलाहाबाद), 
प्रोफेसर विष्णु दत्त राकेश (अध्यक्ष, हिंदी विभाग, गुरूकुल कांगडी विश्वविद्यालय, 
हरिद्वार) डॉ0 गोपाल कृष्ण सिन्हा (प्राचार्य, to ललित मोहन शर्मा राजकीय 


स्नातकोत्तर महाविद्यालय, क्रषिकेश ). 


टंकक श्री आशुतोष कुमार इस शोध प्रबंध के कुशल टंकण हेतु मेरे हार्दिक 
धन्यवाद के पात्र हैं. 


| {a „N 
ऋषिकेश , विजयेन्द्र कुमार 
अक्टूबर 221990 ् पं0 ललित मोहन शर्मा राजकीय स्नातकोत्तर महाविद्यालय 
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Pay अध्यास | as 
2-दूरीक समष्टि प्र अतिचित्रण “समूह के संपात्र e Sg 
“Y Nef reh | 146 
k परिणाम 28” 
टिप्पणियाँ 490 
अनुप्रयोग 44 
हसियाओ कै (निष्कर्ष eo 


र्फ स = 5 — — — — 


“ चतुर्थ अध्याय 
| संकुचनीय पुनरावृत्तिक धारी प्रतिचित्रणों के स्थिर बिंदु 
| प्रतीची 79 
: ५ स्थिर बिंदु ma . 80 
"पंचम अध्याय | . 95 
प्रतिचित्रणों के अनुक्रम का अभिसरण एवं a ह 
सम परिवेश समष्टि में स्थिर बिंदु प्रमेय 
प्रारंभिकी = 96 
सस्थितिक प्रारंभिकी BE; 7 
परिणाम बर E | 
टिप्पणियाँ 114 3 
“षष्ठ अध्याय | 115 
b 2-दूरीक समष्टि में प्रतिचित्रणों के अनुक्रम का 
. अभिसरण एवं उनके उभयनिष्ठ स्थिर बिंदु 
प्रारंभिकी 
5 परिणाम 


निर्देश a És 
तकनीकी शब्द (TECHNICAL TERI 


PE. 


"जा" 


इस परिचयात्मक अध्याय में, सर्वप्रथम, जर्मन गणितज्ञ गहलर दृवारा अन्वेषित 
2-दूरीक समष्टि एवं इससे संबंधित कुछ विवरण प्रस्तुत किये जायेंगे. दूसरे व तीसरे 
अनुभागों में बानाख एवं gH संकुचन सिद्धांतों एवं इनके कुछ प्रमुख व्यापकीकरणों का एक 
विवरण अनुस्यूत है. अंतिम अनुभाग शेष अध्यायों के प्रमुख कार्यो. का संकेत प्रदान करता 
है. इस अध्याय के निम्न चार अनुभाग हैं : i 


1. 2-दूरीक समष्टि 
बानाख संकुचन सिद्धांत एवं इसके कुछ व्यापकीकरण 
युंक संकुचन सिद्धांत 

आगामी अध्यायों की संक्षिप्त रूपरेखा 


> ४४) N 


: 1. 2-दूरीक समष्टि 


प्रोफेसर एस0गहलर [26] - [29] ने 2-दूरीक समष्टि की अवधारणा 
का अन्वेषण किया हे (देखे 9] , [21], [22] , [88] , [4], 
[ 591, [65], [86], 1871, 1957 au 0? 


यूक्लिद्‌ समष्टि में तीन बिंदुओं द्वारा निर्धारित त्रिभुज के क्षेत्रफल से उत्प्रेरित 
होकर एक (अरिक्त) समुच्चय पर 2-दूरीक के गुण धर्म सुझाए गये है. 


एक अरिक्त समुच्चय ५ के लिए Xx Xx X पर वास्तविक 


मानीय फलन 9 को 2-दूरीक कहते हैं, यदि निम्न शर्त. संतुष्ट हों - 


(द - 1 ) दो भिन्न बिंदुओं x,y के लिए तीसरा बिंदु 2 इस प्रकार हो कि 
d(x, Y, 2) £ OF 

(द - 2) यदि तीन बिंदुओं x, y, 2 में से कम से कम दो समान हों तो. 
er 590 छ = Ur 


(द - 3) d(x, y, 2) = d(y, z, x) = d(z, x, y) 


(तीन चसे में सममिति ); 


Ur? 


f 
युग्म (X, d) को 2-दूरीक समष्टि कहा जाता है. यह स्पष्ट है कि 
दूरीकठफलन ऋणेतर संख्या है. ` 
उदाहरण 1[26] . यदि T क्रमशः xy y 
और z के निर्देशांक हों तो दो और अधिक विमाओं के प्रत्येक यूविलडीयन दूरीक पर 
निम्न 2-दूरीक पारिभाषित होती है: ं 
x; x, 1 2 £ 
d(x, Yı 2) = % Yi 7 1 
| 27 आय आ = 
s. E 
इस प्रकार पारिभाषित दूरीक यूक्लिडीयन 2-दूरीक कहा जाता है. ato E 
q [26 ] ) ड = | 
इस अध्याय में, जब तक अन्यथा न कहा जाय, 2-दूरीक समष्टि के लिए 
। (X, १) तथा दूरीक समष्टि (1-दूरीक समष्टि) के लिए (M, ०) का प्रयोग करेंगे. | 
| 5 


(अर्थात्‌ तीनों निर्देशांकों) A से किसी एक का संतत फलन हे 
स्थानों में भी संतत हो. यदि यह दो स र संतत. 


2-दूरीक समष्टि ४ का एक अनुक्रम (x) कोशी अनुक्रम कहा जाता 
हे यदि ४ के प्रत्येक fig a के लिए 


सीमा AE) OF 


समष्टि ४ के fig x पर अनुक्रम (»,) अभिसार है तथा % को इस 
अनुक्रम की सीमा कहा जाता है यदि » के प्रत्येक ० के लिए 


सीमा dx,» x, a) = 0: 


एक 2-दूरीक समष्टि जिसका प्रत्येक कौशी अनुक्रम उसी में अभिसार करता 
हो, पूर्ण. 2-दूरीक समष्टि कहा जाता है. 


किसी पूर्ण. 2-दूरीक समष्टि में अभिसार करने वाले प्रत्येक अनुक्रम का | 
कौशी अनुक्रम होना आवश्यक नहीं है. इस तथ्य के पक्ष में नायडू एवं प्रसाद [71] का | 
निम्न उदाहरण दर्शनीय है. = 
उदाहरण 2171]. मानलें द 


PS A/A 


तथा दूरीक d: Xx Xx X+[0, 2) को निम्न प्रकार 


1 यदि x,y,z भिन्न हैं तथा किसी धन पूर्णाक n के लिए 
= , = ] समुच्चय (x, y, 2) में अन्तर्विष्ट 


= = 


0 अन्यथा . 


यहाँ (x, d) एक पूर्ण, 2-दूरीक समष्टि है तथा agat) शून्य 


पर अभिसार करता है परन्तु (न) कोशी अनुक्रम नहीं है. 


यदि 2-दूरीक 4 समुच्चय x पर संतत हो तो समष्टि x में 
अभिसार करने वाला प्रत्येक अनुक्रम कौशी होता है परन्तु इसका विलोम सत्य नहीं है. 
इस तथ्य को उद्घाटित करते हुए इसके पक्ष में नायडू एवं प्रसाद [71] ने एक 
उदाहरण (उदाहरण 3 देखें) दिया है. 


उदाहरण 3 [71] . मानलें 
X={a} U (a,|n = 1, 2, ...} U (9) U (b,|n = 1, 2,...} 
'जहाँ a=(l, 0), > (0, o), a, = (1+1/m, 0) 
तथा | ० Dé (0,1/n) (n = 1, E ED 


दूरीक "IX N 


निम्न प्रकार लें 


[os] 


1 यदि किसी धन पूर्णाक 7 के लिए 
= या 
{x,y,z}=({a,,b ral या {a,b P)? 
अथवा विभिन्न धन पूर्णाको m, n के लिए 


{ X. V/ 2 ] — { Er | Ba 1a } या { am , Ba , D n } 


m 


A XYZ अन्यथा, 


जहाँ A xyz Mix, y और 2 से बनें त्रिभुज का क्षेत्रफल है. 


2. बानाखु संकुचन सिद्धांत एवं इसके कुछ व्यापकीकरण 


यदि दूरीक समष्टि (M, 0) पर एक प्रतिचित्रण T के लिए एक 
ऋणेतर नियतांक k< 1 का इस प्रकार अस्तित्व हो कि ॥ के प्रत्येक बिंदु 
x, y के लिए 
(ब - 1) d(Tx, Ty) < kd(x, y) 


तो T को समष्टि M पर संकुचन प्रतिचित्रण कहा जाता है. 


जैसा कि सुज्ञात है, सन्‌ 1922 में स्टीफन बानाख ने यह सिद्ध किया कि _ 
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J अर्थात्‌ समण्टि छ में एक ऐसे अद्वितीय fig 2 का अस्तित्व होता हे कि 


Tz = z. यह सिद्धांत amg संकुचन सिद्धांत (aa) नाम से लोकप्रिय दे. 


इस लोकप्रिय प्रमेय के विभिन्न गणितीय विधाओं में उल्लेखनीय अनुप्रयोग 
होने के कारण इस प्रमेय के विभिन्न व्यापकीकरण, विस्तारण एवं, उन्नयन होते रहे हैं. और 
अब भी हो रहे हैं (उदाहरणार्थ देखें[1] - [20] , I 23] „ 25 1, 30 
[37 1, [39 1- [42], [441- [541 , 5% 1 उठ |) (0001 


[144] एवं (1461) 


ऐसा प्रतीत होता है कि कियोसी आईसेकी - बी0के0शर्मा-पी0एल0शर्मा. ने 
2-दूरीक समष्टि पर संकुचन प्रतिचित्रण पारिभाषित किया तथा उनके इस प्रारीभक कार्य से 
2-दूरीक एवं 2-मानकित समष्टियों पर प्रतिचित्रणों के स्थिर बिंदुओं के अस्तित्व का 
शुभारंभ हुआ. इन प्रारंभिक कार्यों के लिए देखें [41]- [43], [ 46] -[ 47] 
wi [109]. किंतु इन गणितज्ञों ने 2-दूरीक समष्टि पर परिबद्धता के प्रतिबंध का 
प्रयोग करते हुए स्थिर बिंदु का अन्वेषण किया. ऐसा प्रतीत होता है कि समष्टि पर 
परिबद्धता के प्रतिबंध का प्रयोग किये बिना रोअड़स्‌ [95 1 तथा लाल एवं सिंह £ 62] 
ने 2-दूरीक समष्टि पर संकुचन प्रकार के प्रतिचित्रणों हेतु अद्वितीय (उभयनिष्ठ) स्थिर 
Rig के अस्तित्व का अध्ययन किया. वस्तुतः, किरिक [15] द्वारा प्रतिपादित बानाख 
संकुचन सिद्धांत के एक प्रमुख व्यापकीकरण का एक 2-दूरीक समष्टि पर dagg [95] 
ने विस्तारण किया, जो निम्नवत्‌ हैः | 


प्रमेय 1 [95]. मानलें एक पूर्ण 2-दूरीक समष्टि है. यदि 
T:X+X समष्टि के प्रत्येक x, Y, a के लिए प्रतिचित्रण शर्त 


(1.1) d(Tx, Ty, a) 
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Ms 


' अस्तित्व होगा X के समस्त xo 


sk अधिकतम (d(x, y, a), d(x, Tx, a), 
d(y, Ty, a), d(x, Ty, a), A 


जहाँ 0 < k <1 को संतुष्ट करता हो तो 7 के अद्वितीय स्थिर fig 2 का 
अस्तित्व प्राप्त होता है तथा ४ के प्रत्येक बिंदु ५० के लिए 7५, = 2 होता 
दै. 


रोअड़स्‌ [95]ने दो प्रतिचित्रणों हेतु जो परिणाम (नीचे देखें प्रमेय 2) 
प्राप्त किया वह लाल एवं सिंह [ 62 ] के 2-दूरीक समष्टि पर दो प्रतिचित्रणों हेतु 
संगत परिणाम से उन्नत है. 


प्रभेय 2 [ 95] . मान लें S, T पूर्ण 2-दूरीक समष्टि ४ पर 
के समस्त x, y, a के लिए प्रतिचित्रण शर्त 


(2.1) d(Sx, Ty, a) 


< k अधिकतम {d(x, Ys a)’ AlN Sx, a), 
d(y, Ty, a), (d(x, Ty, a)+d(y, Sx, 3) ]/2) 


को O K Kk <1 के लिए संतुष्ट करते हुए स्व-प्रतिचित्रण हैं. जहाँ k 
नियतांक है तब 5 तथा T के एक अद्वितीय उभयनिष्ठ स्थिर बिंदु 


(ST) ५26, <- & 
और (TS) Re TELAS 


उल्लेखनीय है कि यदि प्रमेय 2 में प्रतिचित्रण - प्रतिबंध (2.1) को 
(2.2) (नीचे देखें) से प्रतिस्थापित करें तो प्रमेय 2 की सत्यता संदिग्ध हो जाती है. देखेँ 
नायडू एवं प्रसाद [71], उदाहरण 1.1]. वस्तुत: , (2. 1) के स्थान पर (2.2) लेने से 
प्रमेय 2 की सत्यता के लिए अतिरिक्त प्रतिबंध की आवश्यकता पडती है. ` इस तथ्य को 
कई अन्य गणितज्ञों ने भी रेखांकित किया है. तथा संकुचनीय सिद्धांत के विकास विशेषकर 
2-दूरीक समष्टि पर प्रतिचित्रणों के अन्वेषण एवं उक्त प्रमेयो के व्यपकीकरण में यह तथ्य 
अपनी एक विशेष भूमिका अदा कर रहा है. उदाहरणार्थ देखें चो-खान-सिंह[11] 
हैड्जिक [36 ] , हुसैन-सहगल [ 39] „ युंक [52 ] , कसाहारा [ 54 J, 
खान-इमदाद-स्वालेह [ 57 ] , कूबियक [60] , लाल - दास [61] , मीडे-सिंह 
[64] „ मिजको-पालजेवस्की [65 ] , नायडू-प्रसाद [69 ]- [71], पंत [79], 
पार्क [81] , राम [86 ], रोअड़स्‌ [ 921, रोअइस्‌-सेसा- खान-स्वालेह [96] 
(इस प्रपत्र पर विशेष टिप्पणी हेतु नेल्सन-सिंह [ 74 ] को देखें), शास्त्री-नायडू-राव 
[971 - [99 ] ,सेसा-मुखजी-सोम [104] ,सेसा-रोअड्स्‌-खान [105] ,शर्मा. [107], 
सिंह [116], सिंह [118], सिंह -कसाहारा [122] , सिंह कुलश्रेष्ठा [125], 
सिंह -मिश्रा 1127], सिंह-नारायण [128], सिंह-नोरिस [129 ]सिह-पंत [1301] , 
सिंह-राम [132] ,सिंह-सिंह [134] ,तिवारी-सिंह [142] एवं वीरेन्द्र [143]-[144]. 


y 557 = KN फि त्रण के wT SUE ८८.५) CBG D9) 
ES IK RET ay (9०) AT => > 
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3. युंक संकुचन सिद्घांत 


यदि दूरीक समष्टि (M, d) पर स्व-प्रतिचित्रणों Ta के लिए 


एक धनात्मक नियतांक Kk < 1 का अस्तित्व इस प्रकार हो कि 


(ज - 1) TMC ट्रा: 

(ज - 2) (TN, TY) iaka Ex, Ey) 92, फू 
(ज - 3) प्रतिचित्रग £ संतत हो; 

(554) - प्रतिचित्रण और F क्रमविनिमयी हों; 


तब पूर्ण दूरीक समष्टि m में प्रतिचित्रण ग एवं £ एक अद्वितीय उभयनिष्ठ स्थिर 


बिंदु रखते हैं. 
यह परिणाम युंक [49] ने 1976 में प्रकाशित किया. 


[विशेष टिप्पणी. यद्यपि प्रतिबंधों (ज - 1)-(ज - 2) के अधीन दो 
प्रतिचित्रणों के संपात बिंदु का अध्ययन गोबेल ४41 ने de का परिणाम प्रकाशित होने 
से 6-7 वर्ष पूव कर लिआ था तथापि ऐसा प्रतीत होता है कि युंक के उक्त परिणाम का 
आधार Mia [341 का संपात प्रमेय नहीं है. वस्तुतः गोबेल ने बासंसि का प्रयोग करते 
हुए यह सिद्ध किया है कि यदि पूर्ण दूरीक समष्टि पर स्व-प्रतिचित्रण (ज-1) व 
(ज-2) को संतुष्ट करें तो प्रतिचित्रणों T और £ का ४ के कम से कम एक बिंदु 
पर संपात होता है अर्थात्‌ ५ में कम से कम एक ऐसे बिंदु 2 का अस्तित्व होता है 
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कि Tz = fz. वर्ष 1983 में, एक वार्ता के दौरान mo श्याम लाल सिंह ने. 
प्रो0जी0युंक से यह पूछा भी था कि "Are you aware of Goebel's coin- 
cidence theorem which appeared in 1968?" 

इस प्रश्न अर्थात्‌ 'क्र्या आप 1968 में प्रकाशित गोबेल की संपात प्रमेय से परिचित हैं ? ' 


का प्रो0 युंक ने नकारात्मक उत्तर दिया था.) 


युंक के उक्त परिणाम ने संकुचनीय सिद्धांत में एक नयी दिशा को जन्म दिया. 
वस्तुतः युंक का उक्त परिणाम सर्वप्रथम सिंह [1121 द्वारा व्यापकीकृत हुआ. उसके बाद 
अनेकों गणितज्ञों ने युंक प्रकार के संकुचन सिद्धांतों का प्रतिपादन किया. उदाहरणार्थ देखें 
[8], [11], [17]-[191, [30], [36], [501-[52] , [54], [60], 
[651,[69]-[711]1,[731,[751, [79]-[80],[86]-[87], [96], 
[98]-[99], [102]-[105], [113]-[114], [116]-[135], [137] 


1139] एव Mae 


यंक प्रकार के संकुचन सिद्धांत में प््रतिचित्रणों 
की क्रमविनिमेयता (ऊपर ( ज - 4 ) देखेँ ) को शिथिल करने के कुछ 
सफल प्रयास किये गये हं. इतालवी गणितज्ञ सेसा 
[102] ने क्रमविनिमेयता को दुर्बल क्रमविनिमेयता से प्रतिस्थापित किया तथा युंक 
[50 ] तथा तिवारी - सिंह [142] ने स्वतन्त्र रूप से क्रमशः सुसंगत प्रतिचित्रणों एवं 
उपगामी प्रतिचित्रणों की अवधारणा प्रस्तुत की. (इस संबंध में विस्तृत वर्णन हेतु तृतीय 
` अध्याय, yo 56 देखें). js [49 ] का उक्त परिणाम विगत कुछ वर्षो में पर्याप्त सुधार _ 
के बाद gH संकुचन सिद्धांत (ER) कहा जाता है (उदाहरणार्थ देखें [142] )- 
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wa 3. यदि दूरीक समष्टि 1 पर स्व-प्रतिचित्रण T और £ 
प्रतिबंधों (ज - 1), (ज - 2) तथा | 


(ज - बक) प्रतिचित्रण T एवं £ उपगामी क्रमविनिमयी हों ; 

व 

(ज - 5) £ (M) समष्टि m का पूर्ण दूरीक उपसमष्टि हो ; 
को संतुष्ट करते हों 

तब T और £ समष्टि 14 में एक अद्वितीय स्थिर बिंदु रखते हैं. 


युसंसि अर्थात्‌ प्रमेय 3 के प्रतिबंध (ज-4क) में उपगागी क्रमविनिमेयता को 


दुर्बल क्रमविनिमेयता अथवा प्रतिचित्रणों की सुसंगतता से प्रतिस्थापित किया जा सकता है. 


ऐसा प्रतीत होता है कि युंक [49 ] की प्रमेय का 2-दूरीक समष्टि में 
सर्वप्रथम विस्तारण 1977-78 में किया गया (देखें [113] व [135] ). इसके 
पश्चात्‌ युंक के प्रमेय का व्यपकीकरण, विस्तारण व अनुप्रयोग विभिन्न समष्टियों एवं 
विन्यासों में किया गया (उदाहरणार्थ देखें [8], [11]-[12], [17]-[18], [24] 
-[251, [30], [36], [50]-[52], [54], [56], [71], 
79 % [104)=[205]7, ¿[1201 (L221, 126, FIR EI 


एबं [144]). 


CC-0. Gurukul Kangri Collection, Haridwar. An eGangotri Initiative 


हक करके को E ni 
eRe p“ : 
ee ee 


d 3 


4. आगामी अध्यायों की संक्षिप्त रूपरेखा 


द्वितीय अध्याय में एक व्यापक विन्यास पर 2-दूरीक समष्टि पर एक 
प्रतिचित्रण समूह एवं अन्य दो प्रतिचित्रणों के संपात बिंदुओं के अस्तित्व का अध्ययन किया 
गया है तथा इन प्रतिचित्रणों के उभयनिष्ठ स्थिर बिंदु के अस्तित्व हेतु क्रमविनिमेयता 
अथवा दुर्बल क्रमविनिमेयता अथवा उपगामी क्रमविनिमेयता के पूरे बल का परित्याग करने का 
प्रयास किया गया है. वस्तुतः प्रतिचित्रणों की क्रमविनिमेयता की आवश्यकता केवल संपाती 
बिंदुओं पर ही होती है. कुछ प्रमुख टिप्पणियो के साथ प्राप्त स्थिर बिंदु प्रमेयाँ के कुछ 
अनुप्रयोग भी दिए गये हैं. 


तृतीय अध्याय में उन प्रतिचित्रण शर्तों का अन्वेष्ण किया गया है जिनके 
अधीन दो या तीन या चार प्रतिचित्रणों के उभयनिष्ठ स्थिर बिंदु अद्वितीय नहीं हैं. 
हालांकि कुछ परिस्थितियों में उभयनिष्ठ स्थिर बिंदु के अद्वितीय होने की परिस्थितियों पर 
भी विचार किया गया हे.. इस अध्याय में प्रतिचित्रणों को उपगागी/सुसंगत लिया गया है. 

चतुर्थ अध्याय में बासंसि के विभिन्न व्यापकीकरणों में सहगल [100] दवारा 
प्रदत्त परिणाम (देखें चतुर्थ. अध्याय, प्रमेय 1 ) स्थिर बिंदु सिद्धांत में प्रमुख स्थान रखता 
हे. वस्तुत: प्रतिबंध (ब - 1 ) (देखें इस अध्याय का अनुभाग 2) के स्थान पर प्रोफेसर 


सहगल ने निम्न प्रतिबंध का अध्ययन किया - 


समष्टि ॥ के प्रत्येक fig x के लिए एक धनात्मक पूर्ण, संख्या 
n(x) का ऐसा अस्तित्व होता है कि समष्टि ॥॒ के प्रत्येक बिंदु y के लिए 


(ब-2) ae, pg द FC 
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रंगनाथन [87] ने प्रतिबंध (ब - 2) का अध्ययन 2-दूरीक समष्टि पर 


किया. चतुर्थ अध्याय का प्रमुख उद्देश्य रंगनाथन के परिणाम का व्यपकीकरण करना है. 


मानलें P, O, S, T, Pp An, Sm F 
En = I, 2, . . .) किसी समष्टि पर स्व-प्रतिचित्रण हैं तथा ५ प्रतिचित्रणों 
P, Q, 8, T कां उभयनिष्ठ स्थिर बिंदु हे u, प्रतिचित्रणों Par Op» 
sn, Tn (951) 2, . का स्थिर बिंदु है. पंचम अध्याय में उन शर्तों का अध्ययन 
किया गया है जिनके अधीन सम परिवेश समष्टि पर प्रतिचित्रण अनुक्रमो (2)? CSa) 
और (Tn! के क्रमशः P, 8 और 7 को (बिंदुशः अथवा एक समान रूप से) 
अभिसरित होने की स्थिति में स्थिर बिंदु अनुक्रम (०७) बिंदु ५ को अभिसरित होता 
हे. अंतिम अध्याय में इसी प्रकार का अध्ययन 2-दूरीक समष्टि के स्व-प्रतिचित्रण 


अनुक्रमों {Pn}, (25) / (Sn) और (Tn! के क्रमशः Pr ७, S और 
प को अभिसरित होने की स्थिति में किया गया है. 
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E य अध्याय 


2-दूरीक समष्टि पर प्रतिचित्रण 


समूह के संपात तथा स्थिर बिंदु 


इस अध्याय में मनमाने समुच्चय पर 2-दूरीक प्रतिचित्रण समुह के लिए कुछ 


संपाती प्रमेय एवं स्थिर बिंदु प्रमेय प्रस्तुत किये गये हैं. कुछ अनुप्रयोग भी दिये गये हैं. 


यह अध्याय निम्न अनुभागो में विभक्त है - 


Ji- प्रारंभिकी 

25 परिणाम 

gl टिप्पणियाँ 

4. अनुप्रयोग 

5. हसियाओं के निष्कर्ष. पर टिप्पणी 


PIE 


CC-0. Gurukul Kangri Collection, Haridwar. An eGangotri Initiative _ 


E 6 


1. प्रारभिकी 


कुछ गणितज्ञों ने 2-दूरीक समष्टि में प्रतिचित्रणों के संपाती एवं स्थिर बिंदुओं के 
अस्तित्व का अध्ययन किया है. ( उदाहरण के लिए देखें [10], 138] „ [65], 
L 70 1,0 86] „[ 95] , [1151 „ [118] . f 
[ 132 1, [135] „ [137] , [138], Massa 

इस अध्याय में हम मनमाने समुच्चय पर 2-दूरीक waite में मान रखने वाले 
प्रतिचित्रण समूह के लिए संपाती प्रमेयॉ तथा एक प्रतिचित्रण युगल के साथ क्रमविनिमयी 
प्रतिचित्रण समूह के लिए स्थिर बिंदु what की स्थापना कर रहे हैं. एक प्रमुख विशेषता 
यह है कि प्रतिचित्रणों की क्रमचिनिमेयता की आवश्यकता केवल संपाती बिंदुओं पर है. कुछ 
अनुप्रयोग भी, दिये गये हैं (देखें प्रमेय 5 - 6 ). 


इस अध्याय में ४ हमेशा न्यूनतम तीन बिंदुओं वाले मनमाने समुच्चय के रूप 
में लिया जायेगा. N कां प्रयोग प्राकृतिक संख्याओं के समुच्चय के रूप में, (4, १) 
का दूरीक ( 1 - दूरीक ) समष्टि के रूप में, (४, 5) का 2-दूरीक समष्टि के रूप में 


एवं H=: [0, >) +[0.० ) | 2 उपरि सामिसंतत अह्टासमान हैं एंवं 
Ø t) <t t> 0). यदि 5 तथा ए समष्टि ५ पर प्रतिचित्रण है तब 


८(७९) को 5 तथा ? के समस्त संपाती बिंदुओं के समुच्चय के रूप में प्रयुक्त 


किया जायेगा, अर्थात्‌ ८(57) = {z| Sz = Pz}. 
हमें निम्न प्रमेयिका की आवश्यकता होगी. 
AI [64]. मानलें ge H और पु? O, ne N. 


यदि ty] € Alt), ne N, तब अनुक्रम (६) शून्य पर अभिसरित होता हैं. 
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सेसा [102] तथा नायडू [70] का अनुसरण करते हुए : 


परिभाषा 1. मान लें ? और 5, ४ पर स्व-प्रतिचित्रण हैं. तब P 
और 5 को किसी बिंदु ye Y पर दुर्बल क्रमविनिमयी कहा जाता है. यदि प्रत्येक 
ae Y के लिए 


<a 


d(PSy, SPy, a) x (Sy, Py, a) 


यदि 9 और 5 2-दूरीक समष्टि ४ के प्रत्येक बिंदु पर क्रमविनिमयी हैं तब यह 

कहा जाता है कि P और 5 2-दूरीक water दुर्बल क्रमविनिमयी हैं. उल्लेख्य है 
E कि यह आवश्यक नहीं है कि 2 -दूरीक समष्टि पर कोई दुर्बल क्रमविनिमयी प्रतिचित्रण 
युगल, क्रमविनिमयी हो परंतु कोईक्रमविनिमयी प्रतिचित्रण युगल सदेव ही दुर्बल क्रमविनिमयी होगा 
(देखें [ 70 J, उदा. 2, तथा [ 96] और [104] भी). तथा यदि P और S 
किसी संपाती बिंदु 2 पर दुर्बल क्रमविनिमयी हें तब निश्चय ही वें 2. पर क्रमविनिमयी 
हैं. वास्तव में, यदि 52 = Pz तथा ४ के प्रत्येक 2 के लिए, G 


d(PSz, 572, a) < d(Sz, Pz, a) = 0, 


ier 


ER! 


2. परिणाम 


` प्रभेय 1 . मान लें .% एक मनमाना समुच्चय, ४ एक 2-दूरीक समष्टि 
और Ni: (i e N) X ४ है. यदि प्रतिचित्रण 8, T: „ > ४ इस प्रकार है 


कि A (&) © Six) n F, तथा समस्त 


sry €% तथा ama ae Ya i, gle NARREA के लिए, 
तब H के किसी ४ के लिए 


6 .  diAx, Ajyv, a) 
< (अधिकतम { d(Sx, Ty, a), d(Sx, AIX. a), 


d(Ty, A5, a), %[a(Sx, A.yı a) +d(Ty, A,x, a)]}) 


प्र के किसी 2 के लिए और 


(G59) S(X)N T(X), Y का पूर्ण. उपसमष्टि है तब 
ie N के लिए - 


(३) A. और 53 में संपात है, 
(ii) A; और 7 में संपात हे, 
तथा, यदि % = ४ और प्रत्येक | 


=) (क्रमश 


उपपत्ति. ४ में Xo लें. क्योंकि 31 (X) S T(X), x, EX 
इस प्रकार ले सकते हैं कि Tx, = Axo. इसी प्रकार, क्योंकि N (K) ८ S(x), 
2 e X इस प्रकार हैं कि 8223 8221 व्यापक रूप में, हम % में अनुक्रम 


lx) तथा ४ में (४५) की रचना इस प्रकार कर सकते हैं कि . 


Yan ~ २२) = “प्रा Fan 
और 
Dns] = Pr उ A2n+1 2n 
निश्चयात्मक कथन 1. d, = १(५५१५४+1 ११) , dn के लिए, 
(1.1) से 


dan ~ dlAzn+ ı Nn च 


< ४(अधिकतम (dn, dane १214-17 ४१(४21)79214272))) - 


dontl 


Won <¥ (w 112 
a जो एक विरोध है. इसलिए 
7 
(1.4) Won = 0. 
क्योंकि d (Yan Van z “a) s An k dan+1+4(Y2n'Y2n+1'Y2n+2) 
a dan 421 
( 1.3) से निम्न प्राप्त होता है 
; 
शि G 
E 2n+1 2 
| < DORER (dar den, 


यदि on ead और do n+] > done तब 
cri er न 


इसलिए 
d2n+1 dn और dont < Wao) 7 
| 
सदुशतया, l Porn 
$ | [Or हल 8775 
q oe) ee | 
॥ 422-:26०21-.1 और 0011 2 § 96825441) E 
| इस प्रकार, प्रत्यक्ष ne N के लिए, dn € An eee (an! 
| अब प्रमेयिका के आलोक में निश्चयात्मक कथन सत्य है. | 
| निश्चयात्मक कथन 2: जबकि me N, d (Vn, ४1:17 Ym = 
f अब, (1 .4) और (1 .4 ) के आलोक में Aly, Yar 0000 me 
# 


* perar aai 


स्पष्टतया यह निश्चयात्मक कथन m = 


यदि m>n+l, मान लें m = ntp, pl. 


है. 


q Ars 


$ An e E a BAY 4 "Y m-2'Yn)?) 
. ICAC TS Yne A !” 


+2 (dlyn+p-1’ Yn+p-2" Yg? 


„e )) 


ntp-l Intp-2 In+l 


BE 
dn“ VII- el क EE IA 


t Pl (Alyn+ı'Yn Yn+1)) 


=li 
= d(Ypr Yn+l’ Yn+p-1) * 29 (0), 


d(Yn’ Yn+l’ ym) 
Sd( vn“ Yn+l’ Yn+p-1) 
ES d ( Yn 7 


CA 


नि { क ve 


हिट” 


न 


यदि msn मान लें ” = mie eA तब, क्योकि 


50७7 Yn+l’ IY) z वा? 2013, 


x d(y Ve ८०० 


Melee Ym+t’ Ym 
SUSTO Ym+1’ AD = ' 


निश्चयात्मक कथन 3. d(y,, 0). HR 


व्यापकता की किसी भी हानि के बिना हम j < छले सकते हैं. मानलें 9 = je 


r> 1. तब 


F . m. 


| d(y;, ८५४2 Yj+r) < d(y;, 4 Y j+r-1) 
§ d(Yij, Yj, Yj4r-2) € --- 
= 


| 

< dly;- Yan TUI ; i 
इस प्रकार कथन सिद्ध होता है. सु 
> 


निश्चयात्मक कथन 4. (५५) एक कोशी अनुक्रम है. १ 


यह सिद्ध करना पर्याप्त है कि (७21) एक कोशी अनुक्रम हे. मान | 
लें कि ऐसा 'नहीं है. तब ८ > 0 ऐसा है कि प्रत्येक पूर्णाक 2: के लिए पूर्णांक | 
211 (Kk) और 2m(k) * 


2k < 2n(k) L om) 


को संतुष्ट करते हुए इस प्रकार हैं कि किसी acy के लिए 


९२-०2 MOTT)? Non El 
प्रत्येक पूर्णाक 22: के लिए मान लें 2m(k), 2n de 
पूर्णांक है जो (1.5) को संतुष्ट E करता है कट. | ! 


ob A 


प्रत्यक 2k के लिए 
cys A(Y2n(k)* Y2m(k)’ a) 


$ d(Y2n(k)’ Y2m(k)-27 a) + d(Y2n(k)’ Y2m(k)’Y2m(k)-2! 


2 A (Vzm (x)“ Y2m(k)-2’ ay. 


हो जाता है) और 


d(Y2m(k)’ Y2m(k)-2" a) 


१0९५ 1007 Yam G-: Y + d me- १200002” Y2m(kyl ? = 


+d(Yzm(k)-1’ Y2m(k)-2’ a) 
~ 

ra) 

* 


(1.0) और Ferrara vid 1 पै, प्रसोग करने पर 


(2577) सीमा] pra) ies 


TY nx), Y2m(k) 


N CNC 3 


Pra 
ह pr- de 
* — E 


< ०५४० (K)“ Yon(k)4+1’ a Yon (+1 ome) या 


KE 


"HS 
S 


A UST, (Ci) Y2n(k)+1’ Yon 


(यहां अंतिम पद निश्चयात्मक कथन 3 से शून्य है.) 


+d (A 


US) 2n(k)+1*2n(k) A2m(k)X2m(k) SF 


dn (K) 


| 


+d(Y2n(k)! Y2m(k)-2’ Y2m(k) 
$; ¢ 


(Yak) oa 


x CR) ay Y2n(k)’ a) 


+ d(Yon(k)xl Ln ) 


और, निश्चयात्मक कथन 3 से इन असमिकाओं में से प्रत्येक में अंतिम पद शून्य है, (1 .६ 


से हमें निम्न ज्ञात है 


T(Y2n (k)“ Y2m(k)! a) 


(K) 2 (अधिकतम (A (van (k)“ Yom(k)-2' A) 


क Gm (jae! Conte 


21 2d (Vn (1)? Yam 


हरि 
9 


"नक | 
a +. * है रि a 
2m ( K ) YE 2 


k को अनंत करने पर, निश्चयात्मक कथन 1 के साथ (1 .6) और ( 1.7) प्र 
पर ६ < ४(६ )<६, प्राप्त होता है जो € 2 0 का विरोध है. इस y 
निश्चयात्मक कथन 4 सिद्ध हुआ. 


अब हम निष्कर्ष ( 4) और (ii) को दशति हैं. 
S(X) ^ T(x) 2-दूरीक समष्टि ४ का पूर्ण-उपसमष्टि है अतः कोशी अ 
(ya) किसी बिन्दु ५ पर अभिसरित होता है, और 2 एवं 2' इस प्रकार है 


E su और ZAMMIG 1 Tu. 


इस प्रकार ०552, और (1.1 ) से 


= d(A,z, Ban? X2n+1” a) 


Y2n+2' a) 


d(AizZ, 


“OAT o 


= 4 (d(u, AIZ, a)), 
प्राप्त होता है. 


यदि ८४ 2,2 तब क्योकि 4 एक 2-दूरीक है, ४ के कम से कम एक 
लिए 


d(u, Diz, a) x 0. 
अतः d(A;z, U, a) 
(d (u, Ai Z, a)) < d(u, Ai Z, a), 


जो एक विरोध है. इस कारण 823प-)2 और यह किसी ie क 
लिए सत्य है. 


al i 
PN ol => JAM © = TA.z' = Tu. | 
और 1 1 1 


इन संबंधो तथा ( 1.1) के प्रयोग से हम निम्न परिणाम पर पहुंचते हैं. 


d(A;z, . a) 


dui $ 
< ४ ( अंधेकतम {d(Sz,Tu,a),d(Sz,A,z,a), 
७ (A i Ss 48 


ug 
क aya 

eo 
* 


d(Tu, 080 a) U »[d(Sz, ios CN पूर्ण कहि 


+ d(Tu, A,z, a)])). 
Az y ¡Vr कत 


á FR क Bir: Š m 
11 (13015 अवलोकन का. { १११४7 
~ ८ ey) मा 


gi 
55 न 
( ०३० = EE 
u, ¡AAA 


अब हम प्रमेय 1 के एक परिवर्त का उल्लेख करते हें परन्तु उससे पहले कुछ परिभाषाएँ दे 


रह ए 


परिभाषा 2. मान लें 5, ए और A, (।९४) X पर ऐसे 
प्रतिचित्रण है जिनके मान 2-दूरीक समष्टि ४ में हैं, यदि, % में किसी ४० के लिए 
x में अनुक्रम (x,} तथा ४ में (५,) इस प्रकार हों कि 


Y, n+l um ante z 2n+1 3 2n 


Y2n+2” Nn? Ponto nl UE OTR A 


तब Olai: 5002 = (xy) को x, के सापेक्ष (A, ;S,T)- a 
ni 
Y 


> 
He 


— 
> 


कक्षकतः पूर्ण कहा जायेगा अथवा केवल (Ri ;8,7,»०) कक्षकतः | पूर्ण कहा जायेगा 
यदि कोशी अनुक्रम fy}, ४ में अभिसरित हो. 


> 2 
AA 


प्रायिकतात्मक दूरीक समष्टि ४ में y=x तथा P=A,, ie लेकर 
इन परिभाषाओं के लिए सिंह और पंत[ 130]का अवलोकन करें. ( [10] और [143 
देखें.) 


प्रभेय 2. मानलें x एक मनमाना समुच्चय, ४५ एक 

प्रतिचित्रण A * 4 - 

और A. (i e N) :X YE यदि तिचित्रप s,T X 1 
प्रत्येक X, YE X, प्रत्येक ae Wis Er 4 pe 


७६५५ x, ah | 
संतुष्ट होती हे और e : fer 


€ 


O(A; iS, To) फलनों 5,7, और Ai, ie N के संपाती मान पर्‌ २ 
होता ऐ अर्थात्‌ यदि 0(^75,17,%) बिन्दु प पर अभिसरित होता है, तब 2 
2' समुच्चय X में इस प्रकार हैं कि er > 


और यदि x = arco प्रत्येक ie N केलिए, 
SA,z = 8, 52 और TAjz' = A,Tz 

तब (iii) (9 1), 

5 और T का अद्वितीय सर्वनिष्ठ स्थिर बिंदु होगा. 

S,T,A;( iEN ): X+ ४ के लिए निम्न शर्त पर विचार करें | 


on E > 
91 + 


(SS) d(A;x, A.Yı a) 


है मु 
we VES 


* g 
d ( Ty , INS be a ) है 


हमारा कथन है कि (1.1) से (3.1) प्राप्त होती हे अर्थात्‌ (1-1) 
को संतुष्ट करते हुए प्रतिचित्रण Ai, S, T (3.1)को भी संतुष्ट करते हैं. m 


प्रमेय 1-2, (1.1) को (3.1) से विस्थापित करने पर कुछ अतिरिक्त शर्तों के अभाव | 


में, यहाँ तक कि दूरीक समष्टि में भी प्रायः असत्य होंगी. निम्न उदाहरण पर विचार करें. | 
यह डो होंग तान से व्यक्तिगत पत्राचार में प्राप्त हुआ था. यद्यपि संदर्भ भिन्न था ; शास्त्री | E 
एवं नायडू [27]का भी अवलोकन करें. E: 


और. ५ 


उदाहरण 1. मान लें (M, १) एक दूरीक समष्टि है जहाँ 2 ह 


M = (2८ D हो ८ b'}, 
d(a,a' N= d(a, b) = d(b, a) =d(b, b')= 1, 
ata, ७) वव 10) = 2- 


‘ 


मान लें 9 और 0, ॥ पर प्रतिचित्रण इस प्रकार हैं कि 


N 
र 


Pla) = P(a') = b, P(b) = P(b ie 


> 


की: 


तथा अधिकतम {d(x,y), d(x, Sx), 


d(y, Ty), G 


a(x, By)} = x 


हमारा कथन है कि (P, 2) = (A (ie N): M +M} और 
S=T जो ॥ पर तत्समक प्रतिचित्रण है, के लिए (3.1) का दूरीक सदृश निम्न 
हँ.) | 


(3.1) d(Px, Qy) < (अधिकतम (d(x,y),d(x,Px), 
d(y,Qy), d(x,Qy), S D i x, ye M. 


स्पष्टतया ( 3.1” ), Alt) = kt, ke [%, 1) के लिए संतुष्ट होती & 
> बहुल ॐ 

?, 9 में संपात नहीं है. a “का 
प्रमेय 3. मान लें ४ कोई मनमाना समुच्चय, ४ 

समष्टि और A, (ie M): X. ४ हैं; यदि प्रतिचित्रण 


के लिए शर्तें (3.10/ a महा इ» 


— ** 


ERE. 


तब % में 2, 2' इसप्रकार हैं किव 2 = sz = ५ = 2" = Tz',i 
तथा, यदि x = Y और प्रत्येक ien के लिए 52,2 = AS2 और | 


TA; Zee = A, Tz ' तब 
(111) Ai (i e N), S और T का अद्वितीय सर्वनिष्ठ स्थिर बिंदु 
होगा. 


उपपत्ति. आवश्यक परिवर्तनों के साथ प्रमेय 1 की उपपत्ति की तरह 


प्रमेय 4. मान लें x कोई मनमाना समुच्चय, ४ एक 2-दूरीक 


समष्टि और A (३ EN) : X +४ हैं. यंदिं प्रतिचित्रण Sir 9 था 


Ft 


इस प्रकार हैं कि समस्त x, ४ eX, समस्त 2६४, i, j ६४,५757 के लिए = E 
शर्ते (3.1) और (2.1) और De है. 22% 


%% e s, z, „) ` गा हे करि के नहु 
होने की स्थिति में ' 


पपन 


0 FE ~M 


प्रतिनित्ररणां 8, T और Ni, LON के रांपात गान पर अभिरारित होता हे. 


यदि ypnu तब X भेंट ओर 2 इस प्रकार हैं हि 


और यदि % = ४ और प्रत्येके i e NN के लिए 
5812 = 2152 एवं TA; 2 0000 A,Tz 1 


भी हो, तब, 
(iii) EEE 5 और «7 काअद्वितीय उभयनिष्ठ स्थि | 
बिंदु होगा. 


2 


उपपत्ति. प्रमेय 1 तथा 3 की उपपत्तियों के आलोक में, यह सि ; 
करना पर्याप्त होगा कि (Vn) एक कौशी अनुक्रम है. यह सिद्ध करने के | 


मान लें 2 


1 


5 n = उच्चक { वद 3३ | pan, 


— Q 


d ( y p VA ) = d ( A x 


q 2८41 t “2m SN 


€ 9 (अधिकतम ( 6 ४6 ns /s e n J), र्ड 


अर्थात्‌ 


$ n+l 9 A S ; 


इसलिए, g के उपरि सामिसांतत्य से, सीमांत मान लेने पर 


GE 0 (0) SO, 


ae. आते CCC 
प्रमेय 1| २८६) बहुत सी, ur तथा 2-दुर्राक सः 


स्थिर बिंदु प्रमेयों 7 a {3.3 N * EL | Ed ु | 

र्‌ बिंदु af का विस्तार, Jul A > P “We उ E * T बु 7 8 पप्रमेय 
nk 2 = Do z VE BET z 

स्थापित करते हैं तथा कुछ संदर्भो : 


— 


* 5 * 
MPG 


dr eae ह 


P(Y) U "QM 
यदि अचर k e(0, 1) इस प्रकार है कि 
CCT) d(Px, Qy, a) 
< अधिकतम {d(Sx,Ty, a), d(Sx, Px, a), 


d(Ty, Qy, a), %[d(Sx,Qy,a)+d(Ty,Px,a) J) 
समस्त x, ४, ae ४ के लिए, यदि 
(C.2) 3000 000. Al पूर्ण, उ है, और r E 2 , 
Coy Se SP, QF = Q LES. | a 


तब b, 0, 5 और 7 काअदूवितीय उभयनिष्ठ स्थिर. बिंदु होगा 


it? Cy. ७2 2 
AA 
28 


तब प्रमेय 1 के 
और ४ में2,2' 


ES A 
ds 
® er, 
a 
— 


Su = SPz = 2252 


और Tu = 1702 1 = OEZ 1 


(C.T) से 


a(u, Qu, 3) = Ez, ९०, €) 


< kd(u, Qu, a), 
फलस्वरूप Qu = u. इसी प्रकार Pu = u. P,Q,S, और T के उभयनिष्ठ स्थिर 
बिंदु के रूप u कीअदूवितीयता सरलता से प्राप्त की जा सकती है. 


उपप्रमेय 2. मान लें ४ एक 2-दूरीक समष्टि और P, Q, 5, 1 
A 


प्रतिचित्रण ४ पर इस प्रकार हैं कि ४ के समस्त x,y,a और किसी अचर | 
ke (0,1) के लिए, we 


(0.4) d(Px, Qy, a) 


< + अधिकतम (d(sx 


—_ 


(८.6) PS SEN QT न 


यदि शर्तों (3.2) और (3.2) H U कोई भी (Ai) = (P, 0) के साथ संतुष्ट R 
हो, तब P,o,s,r का अद्वितीय उभयनिष्ठ स्थिर बिंदु होगा. 


उपपत्ति. इस प्रकार परिभाषित करें कि Ar] ie Ni च्या 
और P(t) = kt. तब प्रमेय 3-4 के आलोक में बिंदु ७५, Z, 2 ऐसे 
हैं कि 


ik | उपप्रमेय 1 की 
(८.3) को. काफी दुर्बल नि 
3 f 


e. Y Tie msn iad हो रर आल CC a ggmm 


Gus“ ON, | समस्त ४९ C(QT) के लिए, अर्थात्‌ समुच्चय Y 
के समस्त ,बिंदुओ पर क्रमविनिमेयता की आवश्यकता नहीं है (देखें (८.3 )). हमें केवल 
प्रतिचित्रणो (8, P) और (7, 2) के, उनके संपाती बिंदुओं पर क्रमविनिमयित होने 
की आवश्यकता है. उपप्रभेय 2 की भी गण्नाएँ इसी प्रकार हैं. वास्तव में, 
(C.6)(C.3') से भी विस्थापित की जा सकती है. 


2 उपप्रमेय 1 , ४ को पूर्ण तथा 8, 7, 4 को संतत लेकर [60] 
में प्रकाशित हुई हैं. संकुचन शर्त (०.1 ), अधिक ge क्रमविनिमयता तथा विभिन्न 
पुनरावृत्ति योजना के अधीन स्थिर बिंदु प्रमेय के लिए सिंह तथा राम [132] का अवलोकन 


३. उपप्रमेय 2, (3.2) अथवा (3.2 ) के अभाव में आवश्यक नहीं कि सत्य 
हो, यहाँ तक कि दूरीक समष्टि में भी सत्य होना आवश्यक नहीं है. प्रमेय 2 के बाद का 


उदाहरण अथवा शास्त्री और नायडू 97] देखें. 


A x = , (Ai ie N} ={P, Q} gear क्रमविनिमयता की शर्त और 
विभिन्न पुनरावृत्ति योजना लेकर प्रमेय 4 जैसी स्थिर बिंदु wat के लिए सिंह और ARa 
[129] ( [122] का भी ) अवलोकन करें. 


5. सिंह [118] का मुख्य परिणाम P=0, Y पूर्ण और S, T, a 
संतत के लिए उपप्रमेय 1 है. सिंह और नारायण ([128] प्रमेय 3 ) की मुख्य | yes 
बिंदु प्रमेय उपप्रमेय 1 से ? = 9 रखने पर प्राप्त होती हे. | 


(एक पूर्ण दूरीक समष्टि) + जो A, S = SA,, A, T=TA,; ‚Ags(m)N T(M),ieN 
और (2, Ajy) $ kd(Sx,Ty),x ye M, i,jeN, ifj, ke(0, 1) 

को संतुष्ट. करते हैं उनका 5 और T के संतत होने पर एकमात्र उभयनिष्ठ स्थिर बिंदु 
होगा. i 


7. [1371], [138], [143] और [144 ] में प्रकाशित मुख्य संपाती 
प्रमेय, प्रमेय 1-4 की विशेष स्थितियों के रूप में प्राप्त की जा सकती है. जैसे वीरेन्द्र 
[143] की प्रमेय 1 और 2 क्रमशः प्रमेयो 4 और 2 से (8, |+ eN} =(P, 0) 
और 5 = ग लेकर प्राप्त होती' है. 2-दूरीक समष्टि में मान वाले मनमाने समुच्चय पर 
प्रतिचित्रण युगल के लिए प्रथम संपाती प्रमेय प्रमेय 1 , [137] प्रमेय 1 से (8, [4 e N) 
=(P}; 557 और 200. ke (0, 1) > लिए प्राप्त की जा सकती 
हे. 


8. प्रभेय 4 के (संपाती भाग का) दूरीक सदश में (a, |i eN} = {P} 
लेकर सिंह और कुलश्रेष्ठ (प्रमेय 5,[125]) की कुछ उन्नत स्थिति प्राप्त होती है. 


CE 


ae 


9. उपप्रमेय 1 में 7502 और S=T=YR तत्समक प्रतिचित्रण | : 
; सिदधांत है WI 
लेकर,बानाख संकुचन सिद्धांत को (2-दूरीक समष्टि पर) सम्मिलित किया गया S. वास्तव जी 


में, २ : ४ +४ को संकुचन कहते हैं, यदि, समस्त x, ४, ae श | 
K e (0, 1) SRE E 


कि सुविदित हे कि यदि ? एक 2-दूरीक समष्टि पर संकुचन है तो 9 का अद्वितीय 
स्थिर बिंदु होगा. 


W k Wal (iii) , X = ४, S अथवा 7 संतत और 
Alien) को s और T के साथ पुरे समष्टि पर दुर्बल क्रमविनिमयी लेकर 
प्राप्त परिणाम का दूरीक तुल्य रूप सेसा (एट. एल. ) (प्रमेय 3,[104]) है. 

11: X= ४, 8 MT संतत ओर SPx=PSx „ QTx=TQx 
समष्टि ४ के प्रत्येक x के लिए लेकर मिज़को और पाल्जेवस्की [65 ] ने शर्त 
(८.4) प्रयुक्त करके हाल ही में स्थिर बिंदु प्रमेय प्राप्त की है. 


W 


12. इस अध्याय के मुख्य परिणाम, यहाँ तक कि 1-दूरीक समष्टि में माने 
वाले प्रतिचित्रणों के लिए भी नये हैं (टिप्पणी 6 और 10 भी देखें ). वास्तव में, प्रमेय 
1 - 6 के परिणाम 1-दूरीक समष्टि में मान रखने वाले प्रतिचित्रणों हेतु अनेक संपाती 
wat तथा 1-दूरीक समष्टि पर क्रमविनिमयी, अक्रमविनिमयी व दुर्बल क्रमविनिमयी प्रतिचित्रणों 
हेतु ढेर सारे स्थिर बिंदु प्रमेयों को विस्तारित, एकीकृत एवं व्यापकीकृत करते हैं (उदाहरणार्थ 
[361], [44], [45], "eo व्वा ता AO ZA AO 13 
[122], [125] और [130] तथा विस्तृत सन्दर्भ हेतु de [96] को देखें ). 


* . 


4. अनुप्रयोग 


ति” 


इस अनुभाग में गुणन समध्टियो पर समीकरणों के साधन हेतु कुछ परिणाम | 
दिये जायेंगे. वस्तुतः यदि y एक 2-दूरीक समष्टि हो ता 9, 7 : ४५५ + Y 
तो स्थिर बिंदु wat का प्रयोग करते हुए हम उन परिस्थितियों का अन्वेषण करने जा रहे 
हैं जिनमें समीकरण 3 ह 


s(x, x) = x (चा 
का एक अद्वितीय साधन प्राप्त किया जा सकेगा. 


प्रमय 5. मान लें ४ एक 2-दूरीक समष्टि और 
P, Q: Y * ४ >ह हैं, यदि प्रतिचित्रण 8, T: YxY >४ इस प्रकार हैं कि 


(Soll) प्रत्येक ४६४ के लिए ca 
y ; 


P(Y x (y})U % x {y}) © ३(४ x [४))0 T(Yx 


= 


AD VLDL Cee, y'), a), 
ds (K, y), QU 5), , ८.) 


+ Altea ५५७४ )) |) P(x, „ a)]}) 


(5.3) प्रत्येक ४६ ४ के लिए 


S(Yx(y)) n T(Yx(y)), Y का पूर्ण उपसमष्टि है, और = 


(5-4) समस्त x, y €C(PS) के लिए 


P(S(x, y), y)=S(P(x,y),y) और समस्त x, ye ९( 
| के लिएँ Q(T(x, y), y) = T(Q(x, y), y); 


तब ठीक एक बिन्दु ० इस प्रकार है कि समस्त ४९ ४ के लिए, 


~ 


5 e q rR 
pa re 8 


और > 
* जार AR 


We 


. díx(y), x(y'), a) = d(P(X(Y), y), IEG) 


४ के प्रत्येक y के लिए ४ में एक और केवल Aly) ऐसा होगा कि 


P(x(y), y) = Q(x(y),y) = S(x(y),y) = T(x(y),y)=x(y). 


Y के प्रत्येक ४, Y के लिए, (5.2) से हम 


< B(d(x(y), x(y'),a)) 


प्राप्त करते हें. और फलस्वरूप, क्योंकि a मनमाना है, * (Y) = x(y'). अतः 
x(.), ४ में कोई अचर? है. इस प्रकार प्रमेय की उपपत्ति पूर्ण होती है. 


यह प्रमेय [ ३2 ] , 144], [128] और [135],0137),0138) | 
और [143] के संगत परिणामों का विस्तार, सुधार और व्यपकीकरण करती है. उदाहरण | 
के लिए [प्र. 2, 135 ] का कुछ सुधरा हुआ रूप प्रमेय 5 में ९59, 5=7 


B(t)=kt,k €(0,1)लेकर प्राप्त होता है. 


विस्तार करती है. > Maly yh = 


rr 


(6-1) 8(7(5%, y), Q(x", Bt) y a) 


ae < k अधिकतम (d(S(x, y), P(x, y), a) 
“ar py" Je, ax, ee 


Y cz समस्त E 
ke (0, 1) के लिए, | 


तब ४ में ठीक एक बिन्दु b इस प्रकार होगा कि 


P(b,b) = Q(b,b) = S(b,b) = T(b,b) = b 

उपपत्ति. उपपत्ति के लिए प्रमेय 5 की तकनीक का अनुसरण करते | 

हुए और उपप्रमेय1 का प्रयोग करने पर, यह देखा जा सकता है कि ४ के प्रत्येक 
Y केलिए ४ में ठीक xy) इस प्रकार होगा कि ५ 


(6-2) 


A AAA AAA y 


< kdly, YEP 


इस प्रकार x (.) पूर्ण Y पर एक संकुचन है और वानाख संकुचन 
सिद्धांत से (दिखें टिप्पणी 9), Y में अद्वितीय बिंदु a प्रकार होगा कि 
x(b)= b. : इसलिए (6.2) से, 


P(b, b) = tb, b) = S(b, b) = T(b, b) = b. 


4 


5. हसियाओं के निष्कर्ष पर टिप्पणी 


हाल ही में Pre - रू हसियाओं (chin - Ru Hsiao ) [ 38]ने | 

2-दूरीक समष्टि में मान वाले संकुचित प्रकार के प््रतिचित्रणों | 
हेतु स्थिर Ae प्रमेयो की उपपत्ति भें एक विशेष प्रकार की | 

तकनीक पाये जाने का उल्लेख किया है. उनके दवारा जिन प्रतिचित्रणों पर विचार किया गया 
है ( [38 1 में प्रमेय 1- 2 व टिप्पणी 3 देखें र ‚Alie N}={P} Be. 

(P, Q} एवं S=T= ( ४पर तत्समक प्रतिचित्रण ) मानने पः 

(3.1) से अधिक व्यापक नहीं है. उन्होंने यह प र्र 

संकुचनीय प्रकार का 
(nn = PXp-1 pni 


Age करता 


ENT e A 
: £ 


dx, अ). 5 05 यदि, समस्त ८०६ ४ के लिए व प्रतिचित्रणों 
P, © के लिए पुनरावर्तको का अनुक्रम 
PE) Ce} 


{x = Px 


nl Soni 27” F2n or ee 


प्र को संतुष्ट करें तब यह कहा जाता है कि 9 और 0 सर्वनिष्ठ गुणधर्म (H) 
रखते हैं (देखें [ 38 ] ). उनके. अनुसार, यदि (Vd) - (RZ, A) जहाँ 
A(x, y, 2) उस त्रिभुज का क्षेत्रफल जो 2“ के बिंदुओं *, „ 
को मिलाने से बनता है, तब संकुचनीय प्रतिचित्रण P के पुनरावर्तक निश्चय ही एक सरल 
रेखा पर होंगे. वे यह अनुभव करते हैं कि इस परिघटना में प्रतिचित्रण तुच्छ हो जाता है, 
और फलस्वरूप 2-दूरीक समष्टि के गुणों का पुर्नसूत्रण किया जाना चाहिये ताकि इस तरह की 
परिघटना से बचा जा सके. ऐसा सोचना समीचीन नहीं है क्योकि 2-दूरीक समष्टि की 
परिकल्पना केवल स्थिर बि दु प्रमेयों के लिए नहीं की गई थी. 


हमारे स्थिर बिंदु wat में चार प्रतिचित्रणों के लिए पारिभाषित (प्रमेय 
1 - 4 देखें ) पुनरावर्तकों का अनुक्रम पिकार्ड के पुनरावर्तकों के अनुक्रम से भिन्न है. कम _ 
से कम तब तक जब तक 5 अथवा T तत्समक प्रतिचित्रण नहीं है. हालांकि प्रमेय 3 > 2 
की उपपत्ति के लिए निश्चयात्मक कथन 3 गुणधर्म (H) से संबंधित है. a अधिक 
महत्वपूर्ण बात यह है कि गुण धर्म (8) को संतुष्ट करता हुआ प्रतिचित्रण त्र 
P, Q: ४* ४ आवश्यक नहीं कि हसियाओं के अर्थ में तुच्छ हो. | 
2-दूरीक समष्टि और हसियाओं द्वारा प्रदत्त BR से एक j ण लेव 
करते हैं. 2 


और (a, b)) (a?,b) 


(a, b) अन्यथा Ä Be 
हसियाओं ने यह दर्शाया है कि 9 ages प्रतिचित्रण है. मान लें 


Xo = (८) 10) 0 k < ay 9 < 1 


2 J 2 


तब ST = Pxo = ( व, b ) 


= Qx nl = ( a, b ) = Xo 


x5 


{य} परविचार N | 


j ‘a 
- 


N 
॥ 


3 = 9z, = (9/16, 2/3), 


और १(21,22/23)# 0 अतः Q गुण धर्म (प्र) को संतुष्ट नहीं करता. इस 
प्रकार प्रतिचित्रण 0 भी हसियाओं के अर्था में ages है. 


यह उल्लेख करना संदर्भ से परे नहीं होगा कि what 2-4 में हमें 
केवल प्रारंभिक बिंदु xo के लिए अनुक्रम ly) के अस्तित्व की आवश्यकता है 
जबकि अनुक्रम (»,) को किसी प्रारोभक बिंदु x. (अर्थात्‌ समष्टि के प्रत्येक xo ) 
के लिए प्राप्त हो सकने वाले पिकाई अनुवर्तकों से संबंधित गुणधर्म (प्र) को संतुष्ट 
करना पडेगा. | 


K 


तृतीय अध्याय 


उपगामी क्रमविनिमयी प्रतिचित्रणों हेतु 
2-दूरीक समष्टि में स्थिर कि प्रमेय 


इस अध्याय में एक 2-दूरीक समष्टि में दो प्रतिचित्रणों की उपगामी 
क्रमविनिमेयता पारिभाषित की गई है तथा 2-दूरीक समष्टि (X, 9) पर 
तीन तथा चार स्व-प्रतिचित्रणों के लिए विभिन्न प्रतिचित्रण शर्तों के अधीन स्थिर 
बिंदु प्रमेय स्थापित किये गये हैं । पह अध्याय निम्न अनुभागों में विभक्त है | a 


de प्राभिकी | 7, EN, + न्भ a दक 
2. तन प्रतिचित्रणों हेतु स्थिर बिंदु प्रेय | 
चार प्रतिचित्रणों हेतु स्थिर बिंदु प्रमेय | 


RN 
EE w ER E 


1. प्रार्राभकी 


मानलें (md) एक दूरीक समष्टि है (अर्थात्‌ (M, d) 
एक 1 - दूरीक समष्टि है) और 7 समष्टि m पर प्रतिचित्रण है. 1974 Ñ 
किरिक [6] ने निम्न स्थिर बिदु प्रमेय स्थापित किया : 


प्रमेय 1. यदि T कक्षकतः संतत हो, समष्टि M कक्षकतः पूर्ण 
दूरीक हो तथा समष्टि ५ के सभी x, y के'लिए शर्त 


(1-1) न्यूनतम ( d (Tx, Ty), d( x, Tx) 1 
-न्यूनतम (d(x, Ty), d(y, Tx) 


< pax; 9200 0 & [9 Sh 


संतुष्ट हो तो ४ में एक ऐसे बिंदु ८ का अस्तित्व प्राप्त होता है कि 


Dz = 2 


यथा-आईसेकी [42] , पाचपटटे [ 76 J 
[ 61 ] , नारायण, थपलियाल एवं 
चो 1915 SO : 


वस्तुतः धागे ने प्रमेय [ 1 ] का व्यापकीकरण निम्न” छूप में प्रस्तुत किया. 


प्रमेय 2. यदि 7 कक्षकतः संतत हो, समष्टि M कक्षकतः पूर्ण दूरीक हो तथा 
समष्टि M के सभी x, y लिए शर्त 


(2.1) न्यूनतम {d(Tx, Ty), d(x, Tx), d(y, Ty)} 
+ 5 न्यूनतम {d(x, Ty), d(y, Tx)} 
< pd(x, y) + qd (x, Tx) 
संतुष्ट हो जहाँ ap और थ ऐसी वास्तविक संख्यां हैं कि 
0 < एव < 1, तो ४ में एक ऐसे बिंदु 2 का अस्तित्व प्राप्त होता है कि 
TZ 2 
टिप्पणी. उल्लेख्य है कि प्रमेयों 1-2 में स्थिर बिंदु का अद्वितीय होना आवश्यव 


व्‌ = 0 लें तो हम किरिक की प्रमेय 1 प्राप्त कर सकते हैं 
ts 93.4 4 Er 


2. तीन प्रतिचित्रणों हेतु स्थिर बिंदु प्रमेय 


हाल ही में सिंह एवं तिवारी [ 132 ] नें दूरीक समष्टि में उपगामी क्रमविन्निमयी 
प्रतिचित्रण पारिभाषित किया व इस प्रकार के प्रतिचित्रणों के लिए कुछ स्थिर fag प्रमेय 
प्रतिपादित किये. इस अनुभाग में हम प्रतिचित्रणों की इस संकल्पना को 2-दूरीक समष्टि में 
पारिभाषित करके (देखें परिभाषाएँ) तीन प्रतिचित्रणों के संपाती एवं स्थिर बिंदुओं के अस्तित्व 
संबंधी दो परिणाम (प्रमेय 3 - 4) दे रहे हैं. इसमें प्रयुक्त प्रतिचित्रण-शर्त अपने अनुरूप | 
कई अन्य शर्तों से अधिक व्यापक हैं ; उदाहरणार्थ देखें चो [10] , किरिक [14], | 
धागे [20], आइसेकी [42], लाल-दास [61] एवं सिंह-आईसेकी [121]. 


परिभाषा 1. दूरीक समष्टि (M, d) पर स्व-प्रतिचित्रणों ४ व 7 को 
दुर्बल क्रमविनिमयी (सेसा [103] ) कहा जाता है यदि M प्रत्येक. * के लिए 


d(PTx, TPx) टु d(Px, Tx) 


स्पष्टतया, x पर क्रमविनिमयी .प्रतिचित्रण युगल दुर्बल क्रमविनिमयी भी होंगे . 
परंतु, इसके विलोम का सत्य होना आवश्यक नहीं है. यह निम्न उदाहरण से प्रदर्शित होता Ss 


उदाहरण 1. (सेसा [ 103 ] ) मान लें X= (0, 1] तथा 
यूक्लिडीयन है. स्व-प्रतिचित्रण P तथा T समष्टि & के. 
421 के लिए निम्न प्रकार ff 


इससे स्पष्ट हे कि 9 तथा T दुर्बल क्रमविनिमयी हैं परन्तु क्रमविनिमयी नहीं हैं... 


परिभाषा 2 [ 132 ] . दूरीक समष्टि (M, 4) पर स्व- प्रतिचित्रणों 
Pa ग को उपगामी क्रमविनिमयी अथवा - उपगामी क्रमविनिमयी (जिसे युंक 
[50 ] द्वारा सुसंगत भी कहा जाता है) कहा जायेगा यदि और केवल यदि 


सीमा 4( Pen TEX) 


जबकि % में (>) इस प्रकार का अनुक्रम है कि x के किसी बिंदु प के 


स्पष्टतया, क्रमविनिमयी तथा शर्त ( » ) को संतुष्ट करने वाले दुर्वल- क्रमविनिमयी 
प्रतिचित्रण युगल [102] उपगामी क्रमविनिमयी होंगे तथा निम्न उदाहरण प्रदर्शित | 
कि इसके विलोम का सत्य होना आवश्यक नहीं. 


SATAN, 


उदाहरण 2, T A 
a E 
तथा M पर 4 निरपेक्ष मान दूरीक हैं e ७7 को he Per 


१.4 5 Ce 


Fe Pan Y 


इस प्रकार M के सभी बिंदुओं x के लिए 


d(PTx, “TPx) $ (7, BO 


अस्तु P व rt दुर्बल क्रमविनिमयी प्रतिचित्रण नहीं हैं, किंतु यदि 


„ तब 


Px, O, Tx,> 0, d(PTx,, TPx_) + 0, 
और P व T u- उपगामी क्रमविनिमयी प्रतिचित्रण हैं, जहाँ ७८ 0. 


wet [42], [102] 4 [121] में यह दावा किया गया है कि सुसंगत 
अथवा उपगामी क्रमविनिमयी प्रतिचित्रण युगल (7, 7) दुर्बल क्रमविनिमयी होंगे, किंतु 
हाल ही में प्रोफेसर एस0एल0सिंह (हरिदूवारे ने पेथेमेटिकल रिव्युज' (देखें ल 89 h: 
54030 अथवा नीचे उदाहरण 3) के लिए प्रोफेसर युंक के प्रपत्र का रिव्यु 
लिखते समय एक उदाहरण देते हुए यह टिप्पणी किया है कि दूरीक समष्टि में दुर्बल 
क्रमविनिमयी प्रतिचित्रण युगल आवश्यक नहीं कि उपक्रमविनिमेयता (अथवा सुसंगतता) की गई Es 
को संतुष्ट करने के लिए समष्टि में किसी अनुक्रम (x) का अस्तित्व हो ही. FE 
[ 102 ] ने दूरीक समष्टि के प्रतिचित्रणों £ एवं प को दुर्बल क्रमविनिमयी पा 
किया यदि ॥ के सभी x के लिए | 3 


„G (xk, . A di „ «Y Er 23 


+ 


d fgx, gfx) = re x = 0८८, 05). 


अस्तु,, £ एवं 9 दुर्बल क्रमविनिमयी हैं, किंतु समष्टि ५ में किसी भी ऐसे अनुक्रम 
{ x, } का अस्तित्व नहीं मिलता जिसके लिए £ व g सुसंगत प्रतिचित्रण हो 


परिभाषा 3. माना ? तथा 7 किसी 2-दूरीक समष्टि ( d) 
पर स्व-प्रतिचित्रण हैं. तब 9? और T को X पर उपगामी क्रमविनिमयी (अथवा A 
u -उपगामी क्रमविनिमयी) कहा जायेगा यदि और केवल यदि x प्रत्येक a के लिए 


7 


सीमा Px, = सीमा Tx, u. 


` इस अनुभाग का प्रथम परिणाम निम्नवत्‌ है - 
प्रमेय 3. माना कि (X, d) एक 2-दूरीक समष्टि है, जिसमें 4 संतत 
हे, मान लो P, 2, ए समष्टि ४ पर स्व-प्रतिचित्रण हैं. यदि वास्तविक सं 
K, Pr q इस प्रकार हों कि 0.०9 व <1 wr X के] 
K y. a के लिए i 


(3.1) न्यूनतम { d(Px, Qy 


_ ” x A 
-~ P< 
> -- Xx 


(3.2) समष्टि x के किसी बिंदु x के लिए x में एक अनुक्रम (xp) | 
प्रकार होकि 


On TEZ Fa OR, 41 ५ 


Tx % ATX » = Ors EA 


n+2 ’ 


(3.3) अनुक्रम (Tx) का कोई एक उपनुक्रम x के किसी विंदु 2 पर 
अभिसरित होता हो ; | 


(3.4) प्रतिचित्रण P, O, T विंदू 2 पर संतत हों; 
(3.5) युगल (, P] तथा (T, 9) 2-उपगामी क्रम विनिमयी हों. 


तब 2 प्रतिचित्रणों P S, 7 का संपाती बिंदु होगा अर्थात्‌ Pz = Qz 
पुनः यदि (9/1) e (0, 1) तब z प्रतिचित्रणों p, Q, T का अ 
उभयनिष्ठ स्थिर बिंदु होगा. ber | mh Bes 
2,3 8 M 4 ० 

उपपत्ति. शर्त (3.1) में ES 


Dd आई 
रखने पर, । 3 


E w > 
¿ES कही 


a = a un 
y > N * 
Ps e 


ya 
9 


+ न्यूनतम (d(Tx2p, Tanez a), dN. Boa 


§ PA(Tx2p» कासा” a) + gd(Txop, Tx2n+]" a) 
अथवा 
न्यूनतम (4(7%27+1' TXop+21 a), (Tx2nr Tx2n+1, 3)) 


€ (p + q) d(Tx2n’ TXop+1, 2) 


क्योंकि d के एक 2-दूरीक होने के कारण 
dA(Tx2n’ णा a) = 0 
सदेव सत्य नहीं हो सकता, इसलिए 


A(TX2m+17 TX2n+27 a) < (PA Tan, TX2p+]1 a) 


इसी प्रकार (3.1) में x = २27५1 तथा ४ = २272 रखने पर , 


í 


अस्तु px के सभी 3 तथा n=12 020000 2 के लिए J 


तथा 5 > Tz जहां {ni} अनुक्रम (१) का एक उपानुक्रम है. चूंकि 
P तथा T उपगामी क्रमविनिमयी प्रतिचित्रण हैं, इसलिए X के प्रत्येक a के लिए 


सीमा di PTX „ TPx_, a) = 0 3 
ny nj - ; 


अतः ४ के प्रत्येक a के लिए १ की संततता के कारण ¢ 


॥ 
o 


d ( Pz 7 Tz , a ) 


अस्तु Pz = Tz इसी प्रकार ४2 = Tz. 


2 रखने व सीमांत मान लेने पर 


E 
2 
— 
७० 
m 
— 
+ 

x 

Il 
K“ 
< 
ll 


dz, Tz, a): < (P/K ०६०, 72, 0). 
EF" Br 3 
परिणामतः 72 = 2. इस प्रकार बिंदु प्रतिचित्रणों P, O, 7 का उभयनिष्ठ | 
स्थिर बिंदु है. यह सिद्धकरना आसान है कि 2 अद्वितीय स्थिर बिंदु है. 
SK. dl Ts 

a [ ] DO तथा q T 
विशेष. धागे [20 1ने oa i ES 


* 


तथा k, pa वास्तविक संख्याएँ हैं, जबकि 0 < एथ <€ 1. 


समष्टि ४ के सभी अवयर्वो x, yra के लिए शर्त (3.1) के अंतर्गत 
स्थापित प्रमेय वस्तुतः पर्याप्त व्यापक हैं. उल्लेख्य हैं कि प्रतिचित्रण शर्त (3.1) चो 
[ 10 1, धागे [20] एवं सिंह - आईसेकी [121] द्वारा सिद्ध किये गये प्रमेयो में 
प्रयुक्त प्रतिचित्रण शर्तों से अधिक व्यापक हे. इस भाग में प्रतिचित्रण शर्त (4.1) (देखें प्रमेय | 1 
4) के अंतर्गत तीन प्रतिचित्रणों A, 8, ए के संपाती एवं स्थिर बिंदुओं के अस्तित्व 3 
हेतु एक प्रमेय प्रतिपादित करेंगे. इस प्रमेय के प्रकथन (देखें शर्त (3.3)) में मानी हुई i 
अनुक्रम (ax, को प्रथम बार फिशर [ 24] ने पारिभाषित किया था. उल्लेख्य है 
कि यदि ^ (x) ८ s(x) N 7(%) तब ४ के प्रत्येक xo के लिए अनुक्रमों 


Gal एवं {Ax,} का निश्चय ही अस्तित्व होगा. 


प्रमेय 4. माना कि (X, 4) एक 2-दूरीक समष्टि है, जिसमें ० संतत [| 
हे. मान लो A, 8, T समष्टि x पर स्व-प्रतिचित्रण है. यदि वास्तविक | 


Te 


अवयर्वो x, y, a के लिए > : N पाला द्र | 


; 


> 
as j u 


(4-1). न्यूनतम {d(Ax, Ay, a), d(Sx, Ax, a), d(Ty, Ay, all 


g 4 
5 ०, 


“ae क. al हे > 
Y “ahd >> oe «& > 


Ar ak 


+ + न्यूनतम (d(Sx, Ay, a), (Ty, 
z FESS eee 
„ 1५: A ae डा 


Al 3 on gex 


A n = 0, i, 2 ०००7 


*n4+1 7 A2 i 
(4.3) अनुक्रम (Ax) का कोई एक उपानुक्रम x के किसी बिन्दु 2 


पर अभिसरित होता हो ; 
(4.4) प्रतिचित्रण A, 8, T बिन्दु 2 पर संतत हॉ; 
(4.5) युगल (A, S} तथा (A, 7) zum क्रमविनिमयी हों; 
तब 2 प्रतिचित्रणों | A, S, T का संपाती बिंदु होगा अर्थात्‌ 22 = Sz = Tz. : : 
पुनः, यदि 0 < (p/k) < 1 तब z aÑ A, S, T का अद्वितीय | 


उभयनिष्ठ स्थिर बिंदु होता है. ‘Moneys AED 


उपपत्ति. असमिका (4.1 ) में * ४20 तथा ४ = x, 
रखने पर > 


Fr af £ KIA: 


3 
* 5 e 
४... * > - 
ना ae FAP 


Lt: E 
५ E 


AX” 
- =P 


न्यूनतम xn, AXon+]» 4), वळ्या 1, 0000 


< (ptq) A(AX2p-11 822 17 a) 


चूंकि 4 के एक 2-दूरीक होने के कारण 
d(AX2n’ 2220-17 a) = 0 
सदेव सत्य नहीं हो सकता, इसलिए 


॥ 


` 


इसी प्रकार, (4.1) मै * = Xone. तथा Y= 22112 रखने पर, 


. E ks * 
d Axꝗ niz; AX2n+1' a) <x ( ptq) d(AX>2n+]+ 320257 a). 


A 
' A 


अस्तु X के सभी a तथा n = 1,2,3,..- के लिए | | ae 


) ` ` dies 
a( AXn+1 0 AX nA 7 a) kak AXpr AX I a) y 


9 
> 


, 


) À 
i. 
rn > * 


जहाँ ( 7].) अनुक्रम ( n} का एक उपानुक्रम है. चूंकि ^ तथा | 4 र 


उपगागी क्रमविनिगयी प्रतिचित्रण हैं, इसलिए x प्रत्येक अवयव a के लिए 


सीमा d(ATxn,, गा a) = 0: 
al 1 - 


चूंकि 4 संतत है, अतः ४ के प्रत्येक a के लिए, 


d(Az, a) 


TZ, 


3. चार प्रतिचित्रणों हेतु स्थिर बिंदु प्रमेय 


मान लें (x, d) एक 2-दूरीक समष्टि 8, P, S, 8, T: XX 


तथा k, P वास्तविक संख्याएँ हैं. 
इस अनुभाग का प्रमुख परिणाम निम्नवत्‌ है. 


ma 5. मानलें (X, d) एक 2-दूरीक समष्टि है जिसमें d संतत है 
मान ले. ए, 2. उद्या समष्टि # पर स्व-प्रतिचित्रण हैं. यदि वास्तविक 
संख्याएँ k, p इस प्रकार हों O p I, 0 < (p/(k+1)) < 1 
तथा xX के सभी x, y, a के लिए 


(5.1) $ d (Px, Qy, a) 4 पु 


* 


+ dex, Ty, a), d(Qy, Sx, a) RE 
rk च्यूनुतम (९ i ) ne pre A Kar. 


पर अभिसरित होते हों ; 
(5.4) प्रतिचित्रण p, 0, s, 7 fig 2 परं संतत हों; 
(5-5) युगल (P, 5) एवं (0, T} 2-उपगामी क्रर्मानिमबी हों; ~~ 


तब 7 प्रतिचित्रणां 0 O, Sy 2 का एक अद्वितीय उभयनिष्ठ स्थिर | 
बिंदु है. | E 


` 


उपपत्ति. शर्त (5.1) में * = २27 तथा Y= *27+1 रखने पर, 


#4 1 


a ( Tx) n+l 7 SN a) y a 4 # 2 


+ k AAM {4(7%27+1 गा 6 i ) 


१('५2॥--3/ $22142/ a) 
+k न्यूनतम [4(१०2143/ ५20417 a), A(SX2p+215X2p+2, 2) ३ 
< pd (522112/ 722141/ १)/ E र 


और इससे 


d(Y2n+2’ Yanız a) & PdlY2n+l’ Y2n+2’ | a). 


अतः X के सभी 2 तथा 7 = 1, 2, 3, ... के लिए 
d(Yn+2’ Yn+l’ 2) Pd(Yn+l’ Yn a). 


अतः अनुक्रम ( ४, ) अर्थात्‌ | 


-E ~ Sen 


X के प्रत्यक a के लिए 


शर्त (5.1) में x = Ro तथा ₹- Xone रखने पर 


4(22२21/ OX2p+11 2) 


j 20 P aik A, 
< pd (825257 TX2p+1, a) 4 


इसका सीमा'त. मान लेने पर | 


व( Pz, 2, a) 


d( Pz, 2, 


अतः हि) 
आओ 

+ Saga & 
क SF) 

* ey d 


‘ - 


इसी प्रकार x = 5, तथा 9 = ५]. शर्त (5.1) में रखने प | 


d(PSx2n, QX an- 2) 


+ kaaa CaSe ee a), AI न्य घाता 


LEE” * 4 जा 


pdlSSxynr 0221-17 ). ¿ata +. 


इसका सीमात मान लेने पर 


r * e = us 3 ५ 
y TeS 2 


यह सिद्ध करना आसान है कि P, 9, S, T का 
उभयनिष्ठ स्थिर बिंदु है. 


ma 6. मान लें कि (X, d) एक 2-दूरीक समष्टि है जिसमें १ 
संतत है. मान लो ?, ९, 5, T समष्टि ४ पर संतत स्व-प्रतिचित्रण हैं. यदि 4 
वास्तविक संख्याँ k, p इस प्रकार हों कि 0 < p< 1, 0 < (p/(k+1))< 1 
तथा X के सभी xy a के लिए (1.1) एवं निम्न संतुष्ट होते हैं: 
(6.1) P(X) C T (XxX) 


(6.2) समष्टि X पूर्ण हे; 


(6.3) प्रतिचित्रण युगल (2, 5) एवं (2, 7) उपगामी क्रमविनिमयी हैं 7 


तब 7, 2, 8 aT के लिए ४ में एक अद्वितीय स्थिर बिंदु का अस्तित्व है. | 4 E 


पुनराद्ृति प्रक्रमं यहां प्रयुक्त पुनरावृति प्रक्रम (देखें प्रय 5 का (5.2) ) से भिन्न है. 
कदाचित्‌ इस भिन्नता के कारण उन्हें [ 73 ] हमारे परिणामों में प्रयुक्त कुछ शर्तों (यथा 
(5.4) व (5.5) ) से अधिक कठोर शर्ते प्रयोग करनी पड़ी हैं. उनके दवारा प्रयुक्त मुख्य 
शर्त इस प्रकार है - 


प्रतिचित्रण P, Q, 8, T: X +X के लिए 


( bs ) न्यूनतम {d(Px, ५2५, a), d(Px, 55, a),d(Qy, Ty, a) } 
+ ७ न्यूनतम ( d(Px, Ty, a), d(Qx, Sx, a) } 
< pd (Sx, Ty, a) 


जहॉ x, y, ar € X i, AN) 


प्रमेय 7. मान लें (X, d) एक 2-दूरीक समष्टि है 
सतत है. मान लें 7, Q, Sr प 0 


+ न्यूनतम ( d(Px, Ty, a), d(Qy, Sx, a)) 
< pd(Sx, Ty, a) 
हो तब 2 प्रतिचित्रणों P, Q, S, T का एक अद्वितीय स्थिर बिंदु है. 


उपपत्ति. शर्त (7.1) में x= * तथा ४ = Kn | 
पर 
1 SX 


न्यूनतम [ d ( T स्त्र n+2 ya ) 1 ( k ) { d ( Tx, ntl 15 X2 n’ a ) 


n+l 2 


+d (Sx a)}] 


2n+2%2p+1" 


TAN [Tx +" 7०90110 ३)” १0०८७४2 n! all 


अर्थात Le 


न्यूनतम [4(४20,1' Yo 


8 


न्यूनतम n“ Yonızı IAS 
A ir 
= (3) [Y Se TS 4 nt!“ Y2p+2" am 
तब, चूंकि 0 < p< (1/2), 
(1/2)[१(४2॥९ Y2n+1’ a) + al Ysp’ Y2n+2" a)] 
< Bd(Yan’ Yona’ 2 


E < (1/2) A Yan’ ४211” a) 


d (४०३११०७ ०४०) © “Oe 


और इसलिए 
| Ya vam EC Paty aye रामा” 2 
इसी प्रकार (7.1) में X= >> तथा | Y= 9141 रखने पर | 
व(४2॥4-3/ ४2112” a) x PAY 49" Y2n+1" Ve 
अस्तु X के सभी 2 तथा n=l, 2, 3,--- के लिए 
6५७०: Y n+l’ a) PAY ,] Yn’ DE 


अतः (Tx), SX, Tx}, SX)... SxXx Tony ) 


अब शर्त (7.1) में x = Px, 
न्यूनतम [ d PNA, 2५2551” a), (1/2)[4(222),)/ 35922 | +/ 9) 

i AC Kan IX, 41° a))] À १ C $ 

"न्यूनतम LA Dg a) AC RX 17 SFR a) ] 
s BASE 2111 % „ E 

इसका सीमांत मान लेने पर ४ के प्रत्येक a के लिए 


d(Pz, z, a) € 0१(72, 2, a) 


अतः बिंदु 2 प््रतिचित्रणों P, Q, 8, 7 का एक उभयनिष्ठ स्थिर र | 
et. 
हे. यह सिद्ध करना आसान है कि 2 उभयनिष्ठ स्थिर बिंदु के रूप में अदूवितीय हे... | 


प्रमेय 6 की तरह प्रमेय 7 से हम निम्न प्रमेय प्राप्त कर सकते हैं. 
प्रमेय 8. मान लें (X, d) एक 2-दूरीक समष्टि है जिसमें y 
a संतत है, यदि ?, 9, 8, 7 समष्टि % पर ऐसे स्व-प्रतिचित्रण हैं कि 


र्ते (6.1), (6.2), (6.3) और (7.1) संतुष्ट हों तब P, QS qT क 
लिए x में एक अद्वितीय स्थिर बिंदु का अस्तित्व है. 


खण्ड 30(1987) में प्रकाशित हुए हें.) 


चतुर्थ अध्याय . a 1001 क E 
cg Y, 
संकुचनीय पुनरावृत्तिक धारी 38 
प्रतिचित्रणों के स्थिर Pig ¿eN 
2 तकः z 
पथिक N 


इस अध्याय में 2-दूरीक समष्टि पर एक स्थिर बिंदु प्रमेय प्रतिपादित किया 
गया है जो सहगल [100] व रंगनाथन [87] आदि के प्रमेयों को 2-दूरीक समष्टि 
पर विस्तारित एवं व्यापकीकृत करता है. इस अध्याय के प्रमुख अनुभाग हें 


1: प्रारंभिकी of afer. विद Tt: 
स्थिर बिंदु प्रमेय 


pra भाः a 


r — — 


1. प्रारभिकी 


मान लें (५, 4) एक पूर्ण दूरीक समष्टि हे और £: M +M. 
बानाख संकुचन सिद्धांत के विभिन्न व्यापकीकरणों में प्रोफेसर वी0एम0सहगल [100] दुवारा 
1969 में प्रदत्त निम्न परिणाम (प्रमेय 1 ) स्थिर बिंदु सिद्धांत में प्रमुख स्थान रखता है. 


प्रमेय 1. मान लें कि पूर्ण दूरीक समष्टि M पर £ एक संतत प्रतिचित्रण 
इस प्रकार है कि धनात्मक संख्या Kl हेतु M के प्रत्येक बिद x के लिए एक 
धनात्मक पूर्ण संख्या n(x) का ऐसा अस्तित्व होता है कि समष्टि ॥ के प्रत्येक बिंदु 
४ के लिए 


Gea acer x, EX), ) < ka (x, y) 
संतुष्ट होता है. तब प्रतिचित्रण £ एक अद्वितीयस्थिर बिंदु रखता +. 


उक्त प्रमेय में £? का तात्पर्य प्रतिचित्रण £ के 7 वे पुनरावृत्तिक से 
है. कालांतर में प्रमेय 1 का कुछ गणितिज्ञों द्वारा व्यापकीकरण एवं विस्तारण हुआ. _ „ 
समष्टि में व्यापकीकरण करने वाले प्रमुख गणितज्ञ हैं किरिक [131 गुसमान 
आईसेकी [ 46 J, खजान्ची [58] ai [ 63 eS रे व du [६ 
चुमकी पंजा व ए0पी0बेष्णव ने ann 1का a 7 


( डा0 ) सुचरिता रंगनाथन [ 


इस अध्याय के आगामी ३ 


2. स्थिर बिदु प्रमेय 


प्रमेय 2. मान लें कि (X, d) एक पूर्ण 2-दूरीक समष्टि है जिसमें a 
d संतत है. यदि % पर एक प्रतिचित्रण £ इस प्रकार हो कि ऋणेतर. . संख्याओं | 
a ,5, v. (जहाँ a+ 28 + ४ <1)के लिए समष्टि xX के प्रत्येक अवयव २ 
x हेतु एक धनात्मक पूर्णाक n(x) का ऐसा अस्तित्व प्राप्त होता हे X के 
सभी y, a के लिए प्रतिबंध 


n(x) 3 kn (&) 


(2-1) a(f y, a) 


< ad(x, En (X) RX A) € Bde En (X) y, a)t vd(x, Y7 aA 


tre होता हो, तब प्रतिचित्रण £ का एक .अद्वितीयस्थिर बिद (मानलें ud 
हे तथा % के प्रत्येक ४, के लिए (£? x) बिंदु ५ पर अभिसरित होता 


है. 


O 


इस प्रमेय की उपपत्ति हेतु निम्न प्रमेयिका का प्रयोग 'होगा. . 

ee हम Inzing 
प्रमेयिका . Bae fa 

OS 


५९) 
UV 
` 


छ 


Be काग 55 r 


«रा 
aa 
u(x) = अधिकतम (de „„ 0 फिका *) 
"व 
किसी धनात्मक पूर्णांक n के लिए, मानलें 7 १ 0 और 0ss<n(x)-1 3 
इस प्रकार है. कि x 
m = v n(x) + 5. तब , 
d - जेन “4 
aa 
(2) 75 d(x, F 3 a) 1 


rn (X) s sc gn(x) A 


< d(x, fn „ की 


rn(x)+s 


area, £ KEK) 


apt में अतिम EPA TFS. OS १ 
(10 से, (2 ) के दायें पक्ष में अतिम पद का मान शून्य हे. पुनः (1) 8 


rn(x)+s a fr A) 


e e करें पह ० ०५ ०७ T 


a(f 


€ ce(x)+ # [6 (3५1 


~ 


अर्थात्‌ 


व (# 7 (%) ४ x, ति 


¿(res 


< pg(x)t+qd(x, x,'a) 


wel p= {(a +8 )/(1 -0 )}< 1, a व्या णशा शिकलात 


इसलिए (2) से, 


d(x, £tn (x) +s 9८) a) 


glr-ldnt(x)+s 


< (tpt) क पत (5 X, aus 


-e 


इस असमिका का (7-1) बार उपयोग करने पर 


+ q वम 
; 


> = 


§ (1+p)wt(x)[ 


x (1+p) #(x)/(1-q) 


प्राप्त होता है. 
क्योंकि n=rn (x) मनमाना है अतः r(x) परिमित है. 


wa की उपपत्ति. मान ले ४ में x मनमाना है. मान लें mnl 
और उत्तरोत्तर क्रम में men), xy] = £ 
सर्व प्रथम हम यह दशति हैं कि £ > 1 के लिए 


, 


Nile 
x] f 


(3) dl xi, ५117 x.) = 0 


अतः ध का मान i अथवा itl है. मानलें to itl. 
1 


= M+-1 = f mt. 1 2 £ M--2 8 zs > 


इसलिए (1) से 


m; N 
= i el 0 
AX 1? x x, ) ALEA Xir Xj ) 0 
तथा (1) से ही | 
m m 
‘d(x, X]; a) = a(£ 0% Ios Ë ० Xo! a) * 
IS 
$ ad(xo, x], a) + palor zo, ENT ५ VN 


$ a d(x, X], alt+s Lü, 


क्योंकि (3) @ d (Kor x2, x1) = 0 


(5) ) d(x3, * व) 


< [74 (22, xj; al + वत(£"2>1 , Xj, a). 


और (1) ही से, 
m m m — 
m m 7 
ES N * poly a) + 30( २0 Fae 2x] „ a) + vd (Xo N E व्या a) S 


m 
< ad(x x] DE Bld(Xo, xj, a) + (शी 2] , x], a) 


O 7 


m 
+ d(xor £ 2x], AA 


क्योंकि (1) से E क 


m 
O x Bi 


अत: (4) तथा (6) से (5) में प्रतिस्थापित करने पर 
d(x3, X21 a) i „ 

m m | 
$ p(pta) d(x,,xg, a) + pad (£ 1x5, xo, 


व्यापक रूप में, 


(Kn Xn’ a) 


eee n m 
(FO, x ) ee 002 = Io, xo, a) 4 Alf ०५८७०८ 


m <n के लिए (7) का बारबार उपयोग करने पर, 


(m- Xm+17 a) +A (Xp+]r Xn’ a) + Ar Xn’ Xm+1) 


< km ( Xo ) + G ( Xm+1 , Xn , a ) 
[ S ( 3 ) से d ( Xm , Xn , Xm+ 1 ) = 0 ] 
अतः 
x | U 
d(x” Xn! a) ACA 


७ 12 


< d(u, xq, a)tdlu, A 


n’ 


CCC pe 


* > 
* 


4 


से 
(8) (1 -० du, E 
< (1+ 8 + ० )d(u, xq, BEC NI FU 


n(u) 


+ (1 JB VG Xp» a)+28 d(x), zu) y u) 


प्राप्त होता है. 
(1)से 


m 
n ey) = d(f 2 


d(xnrf 
< ad( Xn _1'Xn 79 )+ 8 au X, 


€ ९व (2-1 सा ya ) 


क्योंकि (1) से 
d(xp-1+ Xn’ आ. n) 
इसलिए 


ala, U) < pd(xp-]:Xp,2) + TES CA 


जहाँ 9 और प के मान वही हैं जो प्रमेयिका की उपपत्ति में माने गये हैं. (7) के 
आलोक में, हमें 


au) n- (u) 


1 n == 
d(x xna) § BE ECE qd(x,_prf - > 5-7 ८5) 


D 


(जहा x = 2 1 
प्राप्त होता है, 


=r (x,) (pig 


प्राप्त होता है. 
अर्थात्‌ 
n(u) n र 
(9) d(x,, £ Xp» a) € K x(x). > 
इसी प्रकार 

n(u) n 
(10) d(x,,f xpi) SS (EN 


( 9 ) तथा (10) से (8 ) में प्रतिस्थापित करने पर 


(ग. =a Nao ee a) 


, 


अत: 


n(u) 


इसलिए ए प्रतिचित्रण £ का स्थिर बिंदु है. 


n(u) 


मान लें ए (० सेभिन्न है) भी £ 
( 1) से, x प्रत्येके a के लिए 


A wi > 


alu, v, a) = dsf (bu, a का 


अत: 


इस प्रकार u अद्वितीय है. E 
क्योंकि 


यह दर्शाता है कि fu भी £ | i का स्थिर fag है. अतः u=fu अः 


है. अभी यह सिद्ध करना शेष है कि Ta 


मान लें, ४ के समस्त a के लिए, 


* 


m A 

M = अधिकतम {d(£ XO. पड E) 8 im = 0, 1 परि ee -n(u)-1} iia Š 
यदि n पर्याप्त बृहत्‌ पूर्णाक है, तब "त. pa 
n = rin (lu) +s, 0X 3 < nlu), 220, 


और (1 ) से A we इग प्रय की कशिश is 
EE, 
पति. Bs 


rn(u)+s n(u) 
x L 2 m 


ra 


e 


dF X a) = all 


O 1 


v व( 


3 


(n को अनंत लेने पर.) 


अतः (F टी } समष्टि X के प्रत्येक 
o! सम प्रत्येक Xo के लिए u पर अभिसरित E 
T त होता है * ; 


इस प्रकार प्रमेय की उपपत्ति पूर्ण हुई. 


पंचम 


प्रतिचित्रणों के अनुक्रम का अभिसरण 
एवं सम परिवेश ma में स्थिर बिंदु 


मान लें ?,5,T,?,,/57, 77 (775 1,2, - .) सम परिवेश समष्टि पर प्रतिचित्रण र, ॥ 
हैं तथा ५ प्रतिचित्रणों ४,5,1' का उभयनिष्ठ स्थिर बिंदु हे और un प्रतिचित्रणी 
Pn’ Sh’ Tu (जा 2, fer बिंदु है. इस अध्याय में उन | 
शर्तों का अध्ययन किया है जिनके अधीन प्रतिचित्रण अनुक्रमो wi, कि और | | 
( प, ) के क्रमशः 9, 5 और 7 को (Age: अथवा एकसमान रूप से )) 
अभिसरित होने की स्थिति में स्थिर बिंदु अनुक्रम (uy) . बिंदु ५ को अभिसरित होता 


1. प्रारंभिकी 


अनेक गणितज्ञों ने ऐसे प्रतिब्ध का अन्वेषण किया है जिनके अधीन यदि किसी 
दूरीक समष्टि पर प्रतिचित्रणों का अनुक्रम किसी प्रतिचित्रण 7 पर अभिसरित होता हो, तो 
प्रतिचित्रणों के अनुक्रम के स्थिर बिंदु का अनुक्रम 7 के स्थिर बिंदु पर अभिसरित होता 
है. यह अन्वेषण प्रारंभ करने का श्रेय प्रोफेसर एफ0 एफ0 बोन्साल [5] को प्राप्त है. 
वास्तव में उन्होने ही सर्वप्रथम सिद्ध किया कि - 


मान लें E एक पूर्ण दूरीक समष्टि हे तथा लिपशिट्जु स्थिरांक KCI के 
साथ E परप, (च्य, 2, ... ) ऐसे संकुचन स्व-प्रतिचित्रण हें. जिनके स्थिर बिंदु 
un (n = l, 2, % % ६ पा el ee के लिए 
सीमा Tx=T, जहाँ प्रतिचित्रण T दूरीक समष्टि ७ पर स्व-प्रतिचित्रण है. तब 


nn 


ग के अद्वितीय स्थिर बिंदु ५ का अस्तित्व है तथा वह इस प्रकार है कि सीमा nun g 


इस परिणाम को अनेक विन्यासों के लिए उन्नत और व्यापकीकृत किया गया है. | Z 
नैडलर [68] ने प्रेक्षित किया कि प्रत्येक संकुचन प्रतिचित्रण के लिए समान लिपशिट्ज 
स्थिरांक 1६ < 1 होने का प्रतिबंध कठोर है और उन्होने इस प्रतिबंध को समाप्त किया. | 


मिश्रा [66] ने प्रो0 बोन्साल के परिणाम को सम परिवेश सर्मा > 
विस्तारित किया ( [3] और [ 94] भी देखें) तथा सिंह एवं | श्रा [1 


z AR TAS 
rine य 
$ , ge * 
st. g i ee 209 A 
‘RE A 


“पु. 


2. सांस्थितिक प्रारंभिकी 


मान लें (X, o) ऐसा समपरिवेश समष्टि (देखें केली [55 J) है जो 
पर Bangla कुल 


— + 


7 x 1 | 3 
D={(d,:ie I, सूचीकरण समुच्चय ) से पारिभाषित है, हम निम्न न © 


संकेतों का प्रयोग करेंगे. | Eo 


“(छ = {(x,y): X,Y € X, d,(x,y) < Yr > 0} 


और 


परिमित a E E 
i €F ( diri) T 


3. परिणाम 
सिंह एवं मिश्रा [127] ने निम्न परिणाम प्राप्त किये हैं. 


प्रमेय 1. मान लें कि हाउसडोर्फ समपरिवेश समष्टि x पर zn उभयनिष्ठ | 
स्थिर बिंदु वाले प्रतिचित्रण Sn व हैं, = 1, 2... तथा ऋणेतर AAA 
demat aj(i=1,2,...5), १3३१११६ 1 का अस्तित्व इस प्रकार है किए; ८ ९ 


(i = 1,2,--.5) N x, 7 = 100 त 


(1.1) (sax, SY) € 21 Ve ag V ogV ag Ve ag V 


* 


यदि (Sax, Tx) © Vir (Sn Thy) SVN EE SNE 


(SY 1020) ८ ४१ और (Tnx, Thy) € Vo. 3 

fe ! Ma 114 NS 

यदि : क्रमशः अनुक्रमो (Sy) $ > 700. 
Rig 2 वाले प्रतिचित्रणों $ T: # K को! 

A AAA 


PE ती r 
AS 
er 
1 


॥ 20 


Ad (Sx Sy) € 
7 a V 
1 1 १2०2०१५५०० agVs , 


+ sa  .. 
1 (Sy, w) ९ Voy (Sx, Ty) € V3, 


‘Sy, Tx) € Y, और (1%, Ty) ८ 5 


जहाँ a, (i= 1, ... 5) क्रणेतर वास्तविक संख्याएँ er 


को संतुष्ट करती हैं. यदि (5) व (7) क्रमशः s और 7 को एक 


n 


समान रूप से अभिसरित होते हैं तो 2)" 2. 
शर्तों (1.1) और (2.1) को सम परिवेश समष्टियो पर व्यापकीकृत de 
संकुचन शर्ते कहते हैं. ये शर्ते यंक [49] के अनुसार दूरीक सम्रष्टि(,0) पर प्रतिचित्रणों 


8, T: E > ह iaa scl 


a(Sx, sy) < Kd (ix, TOR ee 


दूरीक समष्टि में यंक प्रतिचित्रणो के विस्तृत अत के लिए सिंह [ 114 ] देखें. यदि 
Shar 5 व ॐ % गा 


: समष्टि % में प्रतिचित्रणों 
SR, a.m (Eo तो अनुक्रमत पूर्ण हाउसडोर्फ सम a 
s ar का एक अद्वितीय स्थिर बिंदु प्राप्त होगा बशर्ते कि 7 संतत हो और 


fi ( देखें [119]). 

0 < a tay * a + a5 < 
सिदध नैडलर [68] और VR 

को सिद्ध करने के लिए oer 

अभिसरण प्रमेयं 


CC-0. Gurukul Kangri Collecti न लि 


| , 


— 


[ 92, 94] सहित अधिकांश गणितज्ञो ने प्रतिचित्रणों के स्थिर बिंदुओं के अस्तित्व के लिए ; 
आवश्यक समस्त शर्तो का प्रयोग किया है परंतु हमने इन प्रमेयो में केवल प्रतिचित्रणों 3, , 
T, और 8, T के उभयनिष्ठ स्थिर बिदुओं के अस्तित्व को माना है. यह तथ्य 
निम्न उदाहरण से स्पष्ट है. 


उदाहरण [114]. मान लें कि सामान्य परिवेष्टक के साथ X = [0,2] 
पर एक सम परिवेश समष्टि है. प्रतिचित्रण 5, व Tn निम्न प्रकार पारिभाषित है : 


SR 1 + x/(2n+2) और T,X = (n/(n+1))x + 2/(2n+1) 


n = Lr 12 0200 तब Sn व T का 
उभयनिष्ठ स्थिर बिंदु. य, = ( 2n + 2 )/( 2n +1) (n=1, 2, ...,) 
है तथा X के प्रत्येक बिंदु x के लिए 5551 और Tx = x. इस प्रकार 
za? 2 = L यह आसानी से देखा जा सकता हे कि 8, व 7, क्रणेतर 
संख्याएँ 3, 0 (11 4), a, © [ 1/2, 1) के साथ * 
के सभी बिंदुओं x, y के लिए (1.1) को संतुष्ट करते हैं. स्पष्टतः 5, 
‚ar, क्रमविनिमयी नहीं हैं. 


यदि 


( En र्ट 9122 $ 


aye ISR | और CRS le 
जहाँ ३] = 21 (x.y), a, atx, y), ag = az(x, y), ay = Sg, y) E 
a, = ag (X, y) 

x व y के ऐसे ऋणेतर फलन हैं कि E 
(3.2) 0 < उच्चक x,y € xlaltaztagtagtas] = h < 1. 
यदि P, 5, T: X * X p E 3 $ i 
सीमा प्रतिचित्रण हों और 2 प्रतिचित्रणों 9, S व T का एक उभयनिष्ठ स्थिर z 
बिंदु हो तब 213 Bo टक 

उपपत्ति. 


छद्मदूरीक p है और x, y समष्टि 


a ES 
A 
vas 


* 


V 


1 V5, 


3 
T 5 A 
’ ( Puy: T S € 2 ( PX, Tr € Var 


Er“ में म 


ar 


तब 


d 4 


(Pn, SINS Vs (जार EOS Vip, sot ej 
P ROEA L V , , 
(P,Xr Tpy)e (prs3t ©) N s = 
और (Sx, Ee) € Vee 881 ey 
इसलिए (3.1) से 
CE PAY) 


1 


cast ९ )vo 335 i 0 


€ h अधिकतम (p(P_x, S_x), pP YT Y) PCP X T Y) pu ), 
se e € AR 
p(S,x,T,y)). 
अतः किसी 7 के लिए (3.3) से, 


` 


plug’ u) «< (91०, 00) a PP’ Fnu ) 


§ p(P¿u, प) +h अधिकतम (p(P_u,T_u),p(u,,T, u),p(u,,P u}. 


अस्तु किसी 7 के लिए या तो 
Plug,’ u) $ pl Pnu, u)+ hp(P u, Tu) 
(A) < ( Ib ) p( Pnu, Pu)+hp( T Ur Tu); 


अथवा 


Pl up’ u) & (nu, i hp! 


+ 2035 a 


$ 


(DB 07 ple 


अथवा इसी प्रकार 


(९) (1 - h) pu, u) < Uri p(P u, Pu). 


चूंकि (n व (प) क्रमशः २ और 7 को बिंदुशः अभिसरित होते हैं, इसलिए 
1 और बिंदु ५ के लिए ऐसे धनात्मक पूर्णांक N) व N, अस्तित्व हि 
में आते हैं कि 


p(P u Pu) < ey सभी n > Ny के लिए 


सभी 7 > 99 के लिए, 


और p(T U Tu) < € 2 


अब मान लें 


— 


' A Soa 
N = अधिकतम INI, No) और (e / ४ )= अधिकतम ६ , ९2 


A. 


जहाँ M= अधिकतम ( (1 + 2h), (1 + 9)/00 - 


* 


अत: 


* 


Oma 4. मानलें Pa 5, व Th हाउसडोर्फ सम परिवेश समष्टि X 
पर zal, 2, --- ) उभयनिष्ठ स्थिर बिंदु वाले प्रतिचित्रण हैं तथा 
Va & G (i = 1, 27 ००० 7 5) AR 2 y Le X के लिए q Z. 


उभयनिष्ठ स्थिर बिंदु वाले प्रतिचित्रण PE, Si om Tr याय 
इस प्रकार हैं कि 


(4.1) (Px Py) € 310]1०१20202303९०॥ ४4००5९5 


यदि (Px „S x) € Vie (Py, Ty) eV, N (Px, Ty) € V 37 


(Py SR) और (Sx, Ty) € Vor 


जहाँ सभी a, शर्त (3.2) को संतुष्ट करते हैं. यदि [ छ) ), ६ 


( 7 ) कमण D a एक समान 


Sh अधिकतम (plPxı 820/2(20/) Ty),p(Px, Ty) /? (Py /52), 


p(Sx, Ty)} 
सिद्ध किया जा सकता है. 


उपपत्ति का शेषांश [123, प्रमेय 1 ] की उपपत्ति का अनुसरण करके पूरा 
किया जा सकता है. 


प्रमेय 5. यदि प्रमेय 3 की शर्त (3.1) के स्थान पर 


(5.1) जहाँ (P,x, Taxe Vay CRC) FO AI 


(Srv, TX) EU और UE ON 
लें तब भी प्रमेय 3 सत्य रहती है. 
उपपत्ति. मान लें ५ 6 मनमाना है और V का मिन्कोव्स्की vom 


p है. मानलें x, ४ ६ X. तब, प्रमेय 3 की उपपत्ति का अनुसरण : 
हम प्राप्त करते हैं कि Kees 


किसी n के लिए (5.2) से, 


p(u आळ), 


KS PPL! su + p(S u, u) F 


sh अधिकतम (pls u, T W,plu,, Thu), P(S u, un)! 


+ p(S nu, u * 


अत: किसी 7 के लिए या तो 


a p( un, u ) 


p(S U Tu) + p(S U, u) 


SE nz Tu) 3 याण क 


Se hf plu, u) +p (Tnu, u)] + p(S u, u) 


(ii) (1 - 7) pun u) 
< hp (Teure p(S u, Su); 
अथवा इसी प्रकार 


(iii) (1-1) p (u. ०) OS SU Su). 


अस्तित्व में आते हैं कि 


< 


p(S U Su) 


जहाँ M = अधिकतम ((I h), (IchV (Ih) 


अतः सभी nin > N) के लिए (u, , ५) e V. चूंकि ४ मनमाना हाउसडोर्फ समष्टि है अतः 


U) +0. ; ; = 
ne A १ 


प्रमेय 6. यदि प्रमेय 4 की शर्त (4.1) के स्थान पर 
(6-1) (Px, Sp) e ११४००१४१२०३४३०१५₹५००५४६, 
यदि (Px, Ty eV, (Sy, Ty) € Va (Fx, Ty) € V3, 
(Sy, TH EV, और (प, ०४ %s $ 5 
प्रमेय 4 तब भी सत्य रहती है. 
उपपत्ति. मान लें V ८९ मनमाना है और ४ का मिन्कोव्स्की og 


छ है. मानलें x ye X. तब प्रमेय 3 की उपपत्ति का अनुसरण 
प्राप्त करते हैं कि Een 


o SO अधिकतम | 
> कती 


2 


Hz A 
SS उपपत्ति का शेषां 


यह जिज्ञासा स्वभाविक है कि तीन प्रतियित्रणा ?,5,7 : X X के उभयनिष्ठ | 


स्थिर बिंदु के अस्तित्व के लिए पर्याप्त प्रतिबंध क्या है. निम्न दो प्रमेयो में इस प्रश्न का 
उत्तर निहित है 


प्रमेय 7. मान लें अनुक्रमतः पूर्ण हाउसडोर्फ सम परिवेश समष्टि ४ पर 
स्व-प्रतिचित्रण p, 5 व T इस प्रकार हैं कि P(X) S SK) n T(X), 
PS = SP और PT = TP. मतले CC व 
x, vy X तथा १३ = a, के लिए शर्तें (4.1) व (3.2) संतुष्ट 
होती हैं. यदि 8 और T संतत है तब P, 5 aT के अद्वितीय उभयनिष्ठ 
स्थिर बिंदु का अस्तित्व होता है 2 


उपपत्ति: मान लें vec मनमाना है और ४ का मिन्कोव्स्की छदमदूरीक श | A 
हे. मानलें %, ye x. wa 3 की उपपत्ति का अनुसरण करते हुए 


(7.1) p( Px, Py) Ber 
< हे p > Ry 7 Px in ~} s , 


2 


h अधिकतम {p(Px,Sx),p(lPy ,‚Ty),%lp(Px,Ty)+p(Py,Sx)l, 


(Sx, Ty)} 
प्राप्त होता है. 


कने * ति u हि > 


SX2n-1 = PES 1, 2, en 


अब (7.1) से 


Px) 


p(Px_ , BX ) = p(Px 


2n 2n-1 2n-1’ 2n 


इसलिए 


इसी प्रकार 


P(Px 410 Pon) आग , 
Fre ath TE Bee tty 38 


>. क 


इन दोनों संबंधो के आलोक में 


ei E 


अस्तु (7.1) से 


pl PSx, 4], 7722) 


€ ^ अधिकतम (P (PSX 471 SSX, 41) ‚P(PTX,, ५ TX n) 3 


L T T 1 T 1 * ) À त | 
(%) [9(782%914-1 7 TTx,, )+P(PTx),, / 55221 +1 ) 1, pt 88221 +1 079212 ) 


इसमें 7 को अनंत लेने पर 


p(Sz, Tz) € hp(Sz, TZ), 

अतः p(Sz, Tz)=0. इसलिए ७ के प्रत्येक V के लिए (Sz, Tz) e ए 
ओर Ez = m. 

इसी प्रकार (7-1) में 

को अनंत लेने, पर तथा . 


लेने पर ७ के प्रत्येक ४ के लिए plz, pz)=0 और (z, Pz) € ४ 
प्राप्त होता है. 


5 


स्व-प्रतिचित्रण, 


ET 


तथा 


और T 


= TP और ST=TS. मानलें ४; €Gli=1, 2,...5) व x,yeX 8 
=a, के लिए शर्ते (6.1) और (3.2) संतुष्ट होती है. यदि T 
संतत है तब P, 5 MT के अद्वितीय उभयनिष्ठ स्थिर बिंदु का अस्तित्व होता है 


a3 


हे. मानलें x, ४ EX. We 3 की उपपत्ति का अनुसरण करके 


SZ = 7 _- 0022 


पुनः (7.1) में 5 ५2141 और y=z रखने व 7 को अनंत 


इससे 25२ सिद्ध होता है. इसलिए 2 प्रतिचित्रणों P, 
का उभयनिष्ठ स्थिर बिंदु है. 2 अद्वितीय है यह सिद्ध करना आसान है. 


प्रमेय 8. मान, लें अनुक्रमतः पूर्ण हाउसडोर्फ सम परिवेश समष्टि X पर 
P, S व T इस प्रकार हे BCX) 0 SX) SEEN, 


उपपत्ति. मान लें V e ७ मनमाना है और ४ का मिन्कोव्स्की 


p(Px, Sy) 


— O a ee 


सकता है. 


4. टिप्पणियां 


4.1 यदि हम (3.1) में 857, या (5.1) में PoS, लें और (4-1) 
में 85% या (6.1) में ? = 5 लें तब क्रमशः शर्तें (1.1) और (2.1) प्र्त की 
जा सकती हैं. प्रतिचित्रणों के अनुक्रम संबधित अनेक परिणाम अभिसरण प्रमेयों 3 - 6 की | 
विशेष स्थित्निके रूप में प्राप्त किये जा सकते हैं. उदाहरणार्थ 5% = Tx (x ex) 
के साथ इस अध्याय की प्रमेयों 3 व 4 से रोअड़स्‌ [ 94, प्रमेय 2 - 3 J के परिणाम. इस 
अध्याय की प्रमेयों 5 और 6 से भी 9 SA T xxx 6% लेकर विशेष स्थिति के रूप 
में उपरोक्त परिणाम प्राप्त किये जा सकते हैं . 
4.2 Tx = x (x € X) के साथ इस अध्याय की प्रमेय 8 की विशेष 
रियति ने, रूप में रोजड़सू 194] की प्रोय 4 को प्राप्त किया जा सकता हे. | 3! डु 
{ 0 अ 


= 
> 
"e 


4.3 यदि प्रमेय 7 में समष्टि % को पूर्ण न मार्ने s(x) ॥ T (X) | 


हटाया जा सकता है. इसी प्रकार ४ के स्थान पर यदि TIX) को पूरण 
उपसमष्टि मान लें तो प्रमेय 8 से 7 पर लगा सांतत्य प्रतिबंध हटाया जा E 
be ह | 


हौ z 
iD 3 = h 4005 = 
* ` E pe 


पष्ट 


2-दूरीक समष्टियों में प्रतिचित्रणों के अनुक्रम का 
अभिसरण एवं उनके उभयनिष्ठ स्थिर बिंदु 


मान लें P, Q, S, T, Py Oar Saal YE i, 2, - IN 
2-दूरीक समष्टि पर प्रतिचित्रण हैं तथा ५ प्रतिचित्रणो P, Q, S, T का 
उभयनिष्ठ स्थिर बिंदु है और प, प्रतिचित्रणों 

pn, Oy’ Sy In Gn = I, 2, . . .) का स्थिर बिंदु है. इस अध्याय 
में उन शर्तों का अध्ययन किया गया है जिनके अधीन प्रतिचित्रण अनुक्रमों (PO AS), 
और (7) के क्रमशः P, 2, 5 और T को (बिदुशः अथवा एकसमान रूप से) | 
अभिसरित होने की स्थिति में स्थिर बिंदु - अनुक्रम (ण) बिंदु 


होता है. om Lege हे) doe 


” 
A 
> 
+ 
A 
हि 
«$e 


y 
ir) 

* 
$8 es, 


a Us 


tram 


मान लें M एक पूर्ण दूरीक ( 1 - दूरीक) समष्टि हे. भ में 
स्व-प्रतिचित्रणों का अनुक्रम (£) इस प्रकार है कि - 


1. प्रत्येक पूर्णाक n के लिए £, संकुचनीय प्रतिचित्रण है; 
2. प्रतिचित्रण अनुक्रम (£,) संकुचनीय प्रतिचित्रण £ पर एक समान रूप. 
से अभिसरित होता है. 


ऐसी स्थिति में प्रत्येक 750,1,2, . ., के लिए अद्वितीय स्थिर बिंदु un 
का इस प्रकार अस्तित्व होता है कि 


$ 


अब अनुक्रम {ए } के u पर अभिसरित होने के विषय में जिज्ञासा स्वाभाविक है. 
इस दिशा में प्रथम परिणाम (जैसा कि पिछले अध्याय में अनुस्यूत है) प्रो) एफ0एफ0बोन्साल | 
[5 ] ने संकुचन प्रतिचित्रण £, के प्रत्येक ४5०0, 1, 2,--.,तथा | 
k é (0, 1) के लिए शर्त alf u, £ v) < kalu, v., 
संतुष्ट करने की स्थिति मैं प्राप्त किया है. कालांतर मैं 
प्रगति हुई एवं अनेकों परिमार्जित परिणाम आए 


[ 56] ,[ 66], [ 68 


[425], [130], [131], 
“लक ae कै ` 


- q 


ER} 


रोअड़स्‌ [ 95] „ सिंह [115], सिंह-राम [131] व [133] तथा seat दृवारा 
प्राप्त किए गए हैं. वस्तुतः खान [ 56] ने 2-दूरीक समष्टि पर दो स्व-प्रतिचित्रण 
अनुक्रमो के लिए अभिसरण प्रमेय प्राप्त किया है तथा सिंह-राम [131] ने 2-दूरीक 
समष्टि पर तीन स्व-प्रतिचित्रणों द्वारा संतुष्ट होने वाली दो प्रकार के प्रतिचित्रण wal के 
अधीन अभिसरण संबंधी परिणाम प्राप्त किए हैं ( इस अध्याय के अंतिम अनुभाग में 
टिप्पणियाँ देखें). आगामी अनुभाग में इस प्रकार के अन्वेषण को आगे बढ़ाया गया है. 
वस्तुतः 2-दूरीक समष्टि पर चार प्रतिचित्रण अनुक्रमों के (बिंदुशः अथवा एक समान रूप से) 
अभिसरित होने की स्थिति में अभिसरण संबंधी स्थिर 4 प्रमेय प्राप्त किये गये हैं. 


2. परिणाम 
इस एवं अंतिम अनुभाग हेतु मान लें (५, 4) एक 2-दूरीक समष्टि है 
तथा ID हि Qn , Sn व Th ( mn = gt 7 2 FS Ra ) 


तथा P, Q, 5, 7 समष्टि x पर प्रतिचित्रण है. हमारा प्रथम परिणाम 


निम्नवत्‌ है : A 


प्रमेय 1. मान लें 2-दूरीक समष्टि x KP, Q, Sh, 
और 1, स्व-प्रतिचित्रण हैं और ७, (n=1,2,...) उनका उभयनिष्ठ स्थिर 
बिंदु है. मान लें अनुक्रम (n], (en], (8) और (7) * में क्रमशः 
स्व-प्रतिचित्रणों P, 2, 8 और T पर एक समान रूप से अभिसरित होते हैं. यदि 
प्रतिचित्रणों P, Q,S और T का उभयनिष्ठ स्थिर बिंदु हो तथा 


CC-0. Gurukul Kangri Collection, Haridwar. An eGangotri Initiative 


(1) व (>, Qy, a ) 


< h अधिकतम (d(Sx, Ty, a), d(Px, Sx, a), AO 


d(Px, Ty, a), वा 55:27) 


' 


x के समस्त x, y, ad लिए, जबकि h é (0, 1) age हो 


= 

उपपत्ति. नियतांक ¢.> 0, i=1,2 ले. चूंकि x पर (Pn) 
और (sp) क्रमशः P और 8 पर एक रामान रूप से अभिरारित होते हैं अतः । 
पूर्णांक oN, व N, इस प्रकार अस्तित्व में हैं X के समस्त a, x 


a ( Px 7 Px ह a ) < = 


तथा 


A(S X, 55, १ 


प्राप्त होता है - 


-E 


F 
[3 a 


जहाँ Mm = अधिकतम {(2+2h) / (1 - h), (2 + 3) 


/ 


n के किसी भी मान के लिए 


‚alu, u, a) 
1 = bl y 


S d(Pu,, Qu, a) + alu: Pu 


510 ८ a dalun’ u, मा 


< h अधिकतम { d(Su,, Tu, a), d(Pu,, sun, a), 


n ॥ 
3 
d ( Puy „ UN, El ) , a ( Qu, Su, ya ) } +d ( Un 7 Pu, Ha ) +d (un, u, un) 7 


d ( u n’ u, a ) 


< hd (Sun- Tu, a) + 2 e /M 


< hd( Pup; Sup a) + 2€/ [४ 
द्‌ ॥[व( un- Pu,’ a) + d(S u, Su, a) 
+ d( Pu Pu Su.) I] +2 EM 


nn n’ n 


(B) <(2+3h) €/M; 


या e 
d (un- u, a) 


< hd (Pun, u, a) + 2 €/M 


shld(P u: Pu, a) + d nun Pup’ प)*व(प ‚u 


स्व -प्रतिचित्रणों P, 2, 5 और ए पर एक 
3 


d ( u n’ u, a ) 


< hd(u, Sur a) + 2 €/M 


< h[d(S u], Su,,a) + d(S u, Sun, u) 


+ d(u,, u, a)] + 2 ६/१ 


अर्थात्‌ 


(D) (1 - h) d(u,, u, a) < (2+2h) e/M- j 


इस प्रकार (3) -(०) प्रत्येक स्थिति में, ४ के प्रत्येक a के लिए तथा समस्त | 
n > N के लिए < 


alu, us a) LSE 
इस प्रकार un + u सिद्ध होता है. 
उपप्रभेय 1. मान लें 2-दूरीक समष्टि X पर 


और Tn स्व-प्रतिचित्रण हैं और ५,(॥=1,2, - - - ) 
हे. मान लें अनुक्रम (Pn, Lene (51 | 


(la) d(Px, Oy, a) 


< h अधिकतम {d(Sx, Ty, a), d(Px, , 
d(ay, Ty, a), %({d(Px, Ty, a) + d(Qy, Sx, a)]). 


x के समस्त x, 9, 2 के लिए, जबकि ^ € (0, 1) संतुष्ट हो, तब ध्द u. 


an 


उपपत्ति. क्योकि प्रतिचित्रण B, O, 5, 7 जो (13) को संतुष्ट 

करते है वे (1) -को भी संतुष्ट करते हैं अतः प्रमेय 1 से उपपत्ति पूर्ण हुई. = 
. प्रमेय 2. मान लें (x, d) पर Pn, ns व Tn (=I 

ऐसे स्व-प्रतिचित्रण हैं कि उनके उभयनिष्ठ स्थिर Rigo, (751 ,2, ---)का अस्तित्व | 
है तथा d संतत है. मान लें % पर स्व -प्रतिचित्रण P, 205 सा ; 
T ag (Pn) , (en] (s] à (rn! की क्रमशः बिंदुशः सीमा हैं. यदि 
ए  प्रतिचित्रणों 9, 9, $ और T का उभयनिष्ठ स्थिर बिंदु हो, तथा ie 


(2) d nx, Quy: a) 


<< 10 अधिकतम {d(S,% पाश a) „d PX, Sn, a) ‚al 


n 


a 2 
ie 


d nx, Thy, A (oe Ti ai 


Mer. * 
e A ** 


= 


= fa 
उपपत्ति. सिंह-राम [ 131, प्रमेय 2] व 1133, प्रमेय 2 ] 
की उपपत्ति का अनुसरण करके उपपत्ति पूर्ण हो सकती है. - 8 x 


उपप्रमेय 2. प्रमेय 2 प्रतिचित्रण शर्त (2) को (20) से प्रतिस्थापित कर | छ 


पर भी सत्य रहती है. Ey 333 


(2a) d Px. 2.४” a) 


5 r 
hei YA 


ई h अधिकतम (d(S_x, 7१, a), d(P,X, Sx, a), 
१(७०, ४५५ Thy! a) , 14 y: E 


*%[d(P_x, Day a) + ato, y: Sn* ; al) . 


बॅन 


y ; उपपत्ति. क्योंकि प्रतिचित्रण 120 Oy Sq 2 जो (2 a 
करते हैं वे (2) को भी संतुष्ट करते हैं. अतः प्रमेय 2 से उपपत्ति पूर्ण 


Veer 
148 
à Jene E * 


उपप्रमेय 1 में s = 7 लेने पर सिंह-राम दृवारा स्थापित प्रमेय 111311 


nes 


प्राप्त हो जाता है. 


उपप्रमेय 2 में S=T लेने पर सिंह-राम दवारा स्थापित प्रमेय 21131 


WET A Fg 
हो जाता है. 


9 
उपप्रमेय 1 में ? = लेने पर सिंह-राम दवारा स्थापित प्रमेय 11133 1 
Nennt 
प्राप्त हो जाता है. 


उपप्रमेय 2 में 9 = 0 लेने पर सिंह-राम द्वारा स्थापित प्रमेय 2 [133] | 
) 4 
प्राप्त हो जाता है. १ we 


2-दूरीक समष्टि पर रोअड्रस्‌ [95 ] व सिंह [115] दवारा प्राप्त किये | 
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गणनाएँ 

चूंकि 

छद्मदूरीक 

तर्क 

तुच्छ प्रतिचित्रण 
तत्समक प्रतिचित्रण 
तथापि 

दृविसंतत 

दुर्बल क्रमविनिमयी 
दूरीक 


4 


à 
<= ä 


Common 

Nonnegative 
Single-valued map 
Unique 

Uniform convergence 
Unify 

Since 

Orbit 

Orbitally complete 
Orbitally continuous 
Family 

Cauchy sequence 
Commuting 
Commutativity 
Calculations 

Since 

Pseudometric 
Argument 

Trivial mapping 
Identity mapping 
However 
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दूरीक फलन 
दूरीक समष्टि 
2-दूरीक समष्टि 


दूरीक समष्टियाँ का गुणन 


देखें, उदाहरणार्थ. 
धनात्मक पूर्णाक 
निर्देश 

निर्देशांकत: 
निम्नक 

नियतांक 

निरपेक्ष मान दूरीक 
निष्कर्ष 
निश्चयात्मक कथन 
न्यूनतम | 

प्रत्येक 
` परिघटना 

परिबद्ध : 
परिभाषा 
परिमित 
परिवर्त 
प्रक्रम 
प्रतिचित्रण 
प्रतिचित्रण अनुक्रम 
प्रतिचित्रण शर्त, 
प्रतिचित्रण युगल 


Metric 

Metric space 
2-metric space 
Product of metric spaces 
See, for instance 
Positive integer 
Reference 
Coordinatewise 

Infimum 

Constant 

Absolute value metric 
Conclusions 

Assertion 

Minimum 

For each 

Phenomenon 

Bun ded 

Definition 

Finite 

Variant 


Scheme 


प्रतिचित्रण समूह 
प्रतिपादित 

प्रतिबंध को समाप्त किया 
प्रतिस्थापित करने पर 
पर्याप्त व्यापक : 
पर्याप्त प्रतिबध. 

पर्याप्त बृहत्‌ पूर्णांक 
प्रमेय 

प्रमेयिका 

प्रेरित 

पारिभाषित 

पुनराव्रत्तिक 

पुनरावृत्ति योजना/प्रक्रम 
पूर्ण. उपसमष्टि 

पूर्ण, दूरीक समष्टि 
चेरिटी 

प्राकृतिक संख्याओं का समुच्चय 
प्रायिकतात्मक 

प्रारंभिकी 

फलन 

फलस्वरूप 

बहुमानी 


बानाख संकुचन सिद्धान्त (बासंसि) 


Family of mappings 
Establish 

Relaxed the condition 
Substituting 

Sufficiently general 
Sufficient condition 
Sufficiently large integer 
Theorem 

Lemma 
Induced/Motivated 
Defined 

Iterates 

Iteration scheme 
Complete subspace. 
Complete metric space 
Parity 

Set of natural numbers 
Probabilistic 
Preliminaries 

Function 


Consequently 


बिदुशः 

मनमाना 

मानकित समष्टि 

मान लें 

मिन्कोव्स्की छद्मदूरीक 
यदि और केवल यदि 


यह स्पष्ट करता है 


que (युंक संकुचन सिद्धांत) 


यूक्लिडीयन दूरीक 
रचना करना 
लिपशिट्जु नियतांक 
वस्तुतः 

व्यपकता 

व्यापक रूप में 
विकर्ण, 

वास्तविक मान फलन 
वास्तविक संख्या 
विन्यास 
विरोध/विरोधाभास 
विमाओं 

विलोम 

विशिष्ट दशाएं 


विस्तारण/विस्तारित 


, शेषांश 


- 


Normed space 


Pointwise 


Arbitrary , 


Assume that 
Minkowski's pseudometric 

If and only if 

This implies 

Jungck Contraction 
Principle 

Euclidean metric 

Construct 

Lipschitz constant 
Essentially 

Generality 

Ingeneral 

Diagonal 

Real valued function 

Real number 

Setting 
Contradiction 
Dimensions 

Converse + ad 
Special cases 


Extension / 


शून्य हो जाता हे 
aqu विधि 
समतुल्य 

सम परिवेश समष्टि 
समस्त 

सममिति 

समता 

समुच्चय गुणन 
सर्वनिष्ठ समुच्चय 
सर्वनिष्ठ गुणधर्म 
सर्वक्षण 

सामान्य परिवेष्टक 
सीमा 

सीमात मान 
सीमा प्रतिचित्रण 
सुधार 

सुसंगत 

सुसंगत प्रतिचित्रण 
सुस्पष्ट 
सूचीकरण समुच्चय 


संकल्पना 


संकुचन सिद्धांत/शर्त, 


संकुचनीय पुनराव्रत्तिक 


७. 


संकुचित 


त प्रकार 


* J 
— > 


का प्रतिचित्रण 


Vanishes 


Analogous manner 


Equivalent 


Uniform space 

For all 

Symmetry 

Parity 

Product of sets 
Intersection set 
Common characteristic 
Survey 

Usual uniformity 
Limit 

Limiting value 
Limit-mapping 
Improves 

Compatible 
Compatible mapping 
Evident 

Indexing set 

Concept 

Gene e e 


condition 


संकेतन 

संगत 

संतत/संततता 

संतुष्ट करना 

संपात/संपाती 

सांतत्य शर्त, 

सांस्थितिकी 

सांस्थितिक प्रारंभिकी 
सांस्थितिक सगष्टि 

स्थापित करना 

स्थिर बिंदु 

स्थिर बिंदु अनुक्रम 

स्थिर बिंदु प्रमेय / सिद्धां त 
स्व-प्रतिचित्रण 

हाउसडोर्फ दूरीक 

हाउसडोफ. समपरिवेश समष्टि 
' त्रिक 

त्रिभुज का क्षेत्रफल 


Notation 

Corresponding 
Continuous/Continuity 
Satisfy 
Coincidence/Coincident 
Relation 

Continuity condition 
Topology 

Topological preliminaries 
Topological space 
Establish 

Fixed point 

Fixed-point sequence 
Fixed point theorem/Theory 
Self-mapping 

Hausdorff metric 

Hausdorff uniform space 
Triplet 


Area of' a triangle 


Ihe 


2. 


3. 


4. 


| अनुप्रयोग (प्रो) श्याम लाल सिंह और श्री अशोक गांगुली के साथ संयुक्त) विज्ञान 


प्रकाशन 


उपगामी क्रमविनिमयी प्रतिचित्रणों हेतु 2-दुरीक समष्टि में एक स्थिर बिंदु प्रमेय 
(प्रो) श्याम लाल सिंह के साथ संयुक्‍त) विज्ञान परिषद्‌ अनुसंधान पत्रिका 


30(3)(1987), 170-174. 


उपगामी क्रमविनिमयी प्रतिचित्रणों हेतु 2-दूरीक समष्टि में एक स्थिर बिंदु प्रमेय] 
(प्रो) श्याम लाल सिंह के साथ संयुक्‍त) विज्ञान परिषद्‌ अनुसंधान पत्रिका 


30(4)(1987), 207-211. 
2-दूरीक समष्टि पर प्रतिचित्रण समुह के संपात तथा स्थिर बिंदु प्रमेय एवं 


परिषद्‌ अनुसंधान पत्रिका 32(3) (1989), 17-38. ` 
प्रतिचित्रणों के अनुक्रम का अभिसरण एवं सम परिवेश समष्टियों में स्थिर fag 
(प्रो) श्याम लाल सिंह और श्री वीरेन्द्र के साथ संयुक्‍त) विज्ञान परिषद्‌ अनुसंधान 
पत्रिका को प्रकाशनार्थ प्रेषित. - 
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